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AVERTISSEMENT. 


L’édition, qui a paru en 1823, du Résumé des Leçons sur le Calcul infinitésimal, 
se trouvant épuisée, je me suis décidé à la remplacer par deux ouvrages séparés, 
l’un sur le calcul différentiel, l’autre sur le calcul intégral. Je publie aujourd hui 
le premier, qui a pour objet le calcul différentiel. Les méthodes que j ai suivies 
diffèrent à plusieurs égards de celles qui sont exposées dans les ouviages du 
même genre. Mon but principal a été de concilier la rigueur, dont je m étais fait 
une loi dans mon Cours d’analyse, avec la simplicité que produit la considé¬ 
ration directe des quantités infiniment petites. Pour cette raison, j’ai cru devoir 
rejeter les développements des fonctions en séries infinies, toutes les fois que les 
séries obtenues ne sont pas convergentes. Il en résultepar exemple, que la 
formule de Taylor ne peut plus être admise comme générale, qu’autant qu’elle 
est réduite à un nombre fini de termes, et complétée par un reste. Je n’ignore 
pas qu’en faisant d’abord abstraction de ce reste, l’illustre auteur de la Méca¬ 
nique analytique a pris la formule dont il s’agit pour base de sa théorie des fonc¬ 
tions dérivées. Mais, malgré tout le respect que commande une si grande autorité, 
la plupart des géomètres s’accordent maintenant à reconnaître l’incertitude des 
résultats auxquels on peut être conduit par l’emploi de séries divergentes. Il y 
a plus : le théorème de Taylor semble, dans certains cas, fournir le dévelop¬ 
pement d’une fonction en série convergente, quoique la somme de la série dif¬ 
fère essentiellement de la fonction proposée (voyez la fin de la dixième Leçon). 
D’ailleurs ceux qui liront mon ouvrage se convaincront, je l’espère, que les 
principes du calcul différentiel et ses applications les plus importantes peuvent 
être facilement exposés sans l’intervention des séries. 
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AVERTISSEMENT. 


On trouvera, dans la quatorzième Leçon et dans la Note qui termine ce vo¬ 
lume, des considérations nouvelles sur la possibilité de résoudre des équations 
algébriques ou transcendantes, et sur la détermination approximative de leurs 
racines soit réelles, soit imaginaires. 

Au reste , en composant cet ouvrage, j’ai mis à profit les travaux entrepris sur 
le même sujet par les géomètres, et publiés dans divers écrits ou mémoires, par¬ 
ticulièrement dans la Théorie des Fonctions de Lagrange, dans le Calcul diffé - 
îvntiel d’Euler, dans celui de M. Lacroix, dans un article de M. Poinsot, qui fait 
partie de la Correspondance sur l’École Polytechnique (parM. Hachette), enfin 
dans les Leçons et dans un Mémoire de M. Ampere (voy le 1 3.* entrer du journal 
de cette école . 
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PRELIMINAIRES. 


Des V ariables, de leurs Limites, et des Quantités infiniment petites. Des F onctions 
continues et discontinues, explicites ou implicites, simples ou composées, etc. Des 
Séries convergentes ou divergentes. 

* - 

Avant d’exposer les principes du calcul différentiel, il est nécessaire d’établir quelques 
notions préliminaires. Tel est l’objet dont nous allons d’abord nous occuper. 

On nomme quantité variable celle que l’on considère comme devant recevoir succes¬ 
sivement plusieurs valeurs différentes les unes des autres. On appelle au contraire quan¬ 
tité constante toute quantité qui reçoit une valeur fixe et déterminée. Lorsque les valeurs 
successivement attribuées à une même variable s’approchent indéfiniment d’une valeur 
fixe, de manière à finir par en différer aussi peu que l’on voudra, celle dernière est 
appelée la limite de toutes les autres. Ainsi, par exemple, la surface du cercle est la 
limite vers laquelle convergent les surfaces des polygones réguliers inscrits, tandis que 
le nombre de leurs cotés croît de plus en plus; et le rayon vecteur, mené du centre 
d’une hyperbole 5 uu point de la courbe qui s’éloigne de plus en plus de ce centre, 
forme avec l’axe des x un angle qui a pour limite l’angle formé par 1 asymptote avec 

le même axe, etc.Nous indiquerons la limite vers laquelle converge une variable 

donnée par l’abréviation lim. placée devant cette variable. 

Souvent les limites vers lesquelles convergent des expressions variables se présentent 
sous une forme indéterminée, et néanmoins on peut encore fixer, à l’aide de méthodes 
particulières, les véritables valeurs de ces mêmes limites. Ainsi, par exemple, les limites 
dont s’approchent indéfiniment les deux expressions variables 
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tandis que « converge vers zéro, se présentent sous les formes indéterminées — , 

, ± 90 . et pourtant ces deux limites ont des valeurs fixes que l’on peut calculer comme 
il suit. 

On a évidemment, pour de très-petites valeurs numériques de' «, 

sina sina sina 

siaa a tanga 

sina ' sina 

Par conséquent le rapport —, toujours compris entre les quantités “^7= 1 » 

** na — cos a, dont la première sert de limite à la seconde, aura lui-même 1 unité 
tanga • 

pour limite. 

Cherchons maintenant la limite vers laquelle converge l’expression ( 1 + a ) » tandis 
que a s’approche indéfiniment de zéro. Si ton suppose d’abord là quantité « po¬ 
sitive et de la forme — , m désignant un nombre entier variable et susceptible d un 
m 

accroissement indéfini, on aura 

*. I 1 \' m 

(*+«> =V + m) 

= , +T+r7( , -^) + rb(‘-^) (*“£) + - 

Comme, dans le second membre de cette dernière formule, les termes qui renferment 
la quantité m sont tous positifs, et croissent en vaJeurs et en nombre en même temps 

que cette quantité, il est clair que l’expression ( 1 + 7] croîtra elle-même avec le 
nombre entier m, en demeurant toujours comprise entre les deux sommes 

1 4* = 2 » 


» — —L- — -4--«4— ■ ■ —-J-" etc. 

1 2 2.2 2.2. a 


. = i + i + i=.3; 
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donc elle s’approchera indéfiniment, pour des valeurs croissantes de m , d’une cer¬ 
taine limite comprise entre 2 et 3 . Celte limite est un nombre qui joue un grand rôle 
dans le calcul infinitésimal, et qu’on est convenu de désigner par la lettre e. Si Ton 
prend m = 10000, on trouvera pour valeur approchée de c, en faisant usage des 
tables de logarithmes décimaux, 

l^22L\ 10000 — 2 > 7 i 85 . 

♦ \ 10000 J 

Cette valeur approchée est exacte à un dix-millième près, ainsi que nous le verrons plus 
tard. . , 

Supposons maintenant que «, toujours positif, ne soit plus de la forme — . Dé¬ 
signons, dans cette hypothèse, par m et n = m - 1- 1, les deux nombres entiers im¬ 
médiatement inférieur et supérieur à —, en sorte qu’on ait 


— = m-+-f* = w — v 


li. et v étant des nombres compris entre zéro et l’unité. L’expression (i-f-a)* sera 

évidemment renfermée entre les deux suivantes 

et, comme, pour des valeurs de a décroissantes à l’infini, ou, ce qui revient au 
même, pour des valeurs toujours croissantes de m et de n , les deux quantités 

^,4. —convergent l’une et l’autre vers la limite e, tandis que 

1 -i- — 1-— s’approchent indéfiniment de la limite 1, il en résulte que chacune 

m n r \ 

des expressions 

(■+iŸ- 

et par suite l’expression intermédiaire (1 a)* convergera encore vers la limite e. 

Supposons enfin que a devienne une quantité négative. Si l’on fait, dans cette hy¬ 
pothèse , 

1 + * = 7Tp 
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p sera une quantité positive, qui convergera elle-même vers zéro, et 1 on trouvera 

i >±â 1 U 1+ ^ 

(l +«)“=(! +P) P =[(1+P)^ > 

puis, en passant aux limites, 

• g + 

(,) lim(i 4"*) =Ç = c - 

Les logarithmes, pris dans le système dont la base est e, s’appellent logarithmes 
Népériens ou hyperboliques. Nous les désignerons par la lettre 1 , tandis que nous em¬ 
ploierons la lettre L, pour indiquer les logarithmes pris dans un autre système dont 
la base serait un nombre quelconque représenté par A . Cela posé, on aura évidem¬ 
ment le= î, 


Le le _ i 

: ~la ~ \a ~ Va ’ 


et de plus on tirera de la formule (î) 


Uni l -(‘ + a) .=Le. 


Lorsque les valeurs numériques successives d’une même variable , étant supposées 
très-petites, décroissent indéfiniment de manière h s’abaisser au-dessous de tout nombre 
donné, cette variable devient Ce qu’on nomme un infiniment petit ou une quantité infi¬ 
niment petite. Une variable de celte espèce a zéro pour limite. Telle est la variable a 
dans les calculs qui précèdent. 

Lorsque les valeurs numériques successives d’une même variable croissent de plus en 
plus, de manière à s’élever au-dessus de tout nombre donné, on dit que cette variable 
a pour limite l’infini positif indiqué par le signe oo , s il s agit d une variable positive ; 
et l’infini négatif indiqué par la notation — oo , s’il s’agit d’une variable négative, lel 
est le nombre variable m que nous avons employé «i-dessus. 

Si le rapport de deux quantités infiniment petites converge vers une limite donnée , 
tandis que chacune d’dle s’approche de zéro, la limite en question sera ce qu on appelle 
la dernière raison de ces quantités infiniment petites. Ainsi, par exemple , a étant 
infiniment petit, l’unité sera la dernière raison de sin« et de a; Le la dernière 
raison de L(i-j-a) et de a, etc. ... 

Lorsque des quantités variables sont tellement liées entre elles, que, la valeur de 
l’une d’elles étant donnée, on puisse en conclure les valeurs de toutes les autres, on 
conçoit d’ordinaire ces diverses quantités exprimées au moyen de l’une d entre elles, 
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qui prend alors le nom de variable indépendante; et les autres quantités, exprimées au 
moyeu de la variable indépendante, sont ce qu’on appelle des fonctions de cette variable. 

Lorsque des quantités variables sont tellement liées entre elles, que, les valeurs de 
quelques-unes étant données, on puisse en conclure celles de toutes les autres, on con¬ 
çoit ces diverses quantités exprimées au moyen de plusieurs d’entre elles, qui prennent 
alors le nom de variables indépendantes ; et les quantités restantes , exprimées au 
moyen des variables indépendantes, sont ce qu’on appelle des fonctions de ces mêmes 
variables. Les diverses expressions que fournissent l’algèbre et la trigonométrie, lors¬ 
qu’elles renferment des variables considérées comme indépendantes, sont autant de 
fonctions de ces variables. Ainsi, par exemple, 

L(a;) , sincc , etc. 

9 ont des fonctions de la variable x ; 

æ+j, x>, xyz, ... 

des fonctions des variables x et y , ou x^y et z.; etc.... 

Lorsque des fonctions d’une ou de plusieurs variables se trouvent, comme dans les 
.exemples précédents, immédiatement exprimées au moyen de ces mêmes variables, 
elles sont nommées fonctions explicites. Mais lorsqu’on donne seulement les relations 
entre les fonctions et les variables, c’est-à-dire, les équations auxquelles ces quantités 
doivent satisfaire, tant que ces équations ne sont pas résolues algébriquement, les fonc¬ 
tions, n’étant pas exprimées immédiatement au moyen des variables, sont appelées 
fonctions implicites. Pour les rendre explicites, il suffit de résoudre, lorsque cela se 
peut, les équations qui les déterminent. Par exemple , y étant une fonction implicite 
de x déterminée par l’équation 

L(y)=x, 

si l’on nomme A la base du système de logarithmes que l’on considère,'la même 
fonction, devenue explicite par la résolution de l’équation donnée, sera 

y = A*- 

Lorsqu’on veut désigner une fonction explicite d’une seule variable x , ou de plu¬ 
sieurs variables x, y, s... , sans déterminer la nature de cette fonction , on emploie 
l’une des notations 
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■ . /(*), F(x), ,(x). zH. ’H*). '(*)• elc "" ; 

f(x,y, z ••■). /•'(œ.J'. *••■). t(»,y,e.->.. « l <=. 

Parmi les fonctions d’une seule variable *, il est utile,de distinguer '«‘fonctions 
que l’on nomme simples. et que l’on considère comme résultant d’une seule operation 
effectuée sur cette variable, d'avec les fonctions que l’on regarde comme les résultats 
tle plusieurs opérations et que Ton homme composées. Les fonctions simples que pro¬ 
duisent les opérations de l’algèbre et de la trigonométrie [voyez VAnalyse algébrique , 
ch. I. et ] peuvent être réduites aux suivantes 

a + x, a — x t a.x^ , *% A*, L(x) » 

sin x p cos x , arcsina:, arc cos* , 

A désignant un nombre constant. a = ±A une quantité constante, et la lettre L 

indiquant un logarithme pris dans le système dont la base est A. 

Il est encore essentiel d’observer que, conformément aux conventions établies dans 
Y Analyse algébrique, nous faisons usage de l’une des notations 

arc sin ce , arccos*, arctang*. arc cotx , arc sec*, arc cosec æ , 

pour représenter, non pas un quelconque des arcs dont une certaine ligne trigonomé- 
trique est égale à *, mais celui d’entre eux qui a la plus petite valeur numérique, ou, 
si ces arcs sont deux à deux égaux et de signes contraires, celui qui a la plus petite valeur 
positive; en conséquence, arc sinœ. arc cotx, arc cosecx , seront des arcs compr.s 

entre les limites - , + {-. et arccosx, areseex, des arcs compris entre 

les limites o et tt. 

Les fonctions de fonctions sont des fonctions composées qui résultent de plusieurs 
opérations successives, la première opération étant effectuée sur la variable, et chacune 
des autres sur le résultat de l’opération précédente. Ainsi, par exemple, 

lsincc, lcosx 

sont des fonctions de fonctions dont chacune résulte de deux opérations successives. 

Les Inactions composées se distinguent les unes des autres par la nature des opérations 
qui les produisent, Ilsemble que l’on devrait nommer fonctions algébrique . toutes celle» 
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que fournissent les opérations de l’algèbre; mais on a réservé particulièrement ce nom 
à celles que l’on forme en n’employant que fes premières opérations algébriques; savoir, 
l’addition et la soustraction, la multiplication et la division, enfin l’élévation à des puis¬ 
sances fixes; et, dès qu’une fonction renferme des exposants variables ou des logarithmes, 
elle prend le nom de fonction exponentielle ou logarithmique. 

Les fonctions que l’on nomme algébriques se divisent en fonctions rationnelles et fonc¬ 
tions irrationnelles. Les fonctions rationnelles sont celles dans lesquelles la variable ne 
se trouve élevée qu’à des puissances entières. On appelle en particulier fonction entière 
tout polynôme qui ne renferme que des puissances entières de la variable; par exemple, 

a4 - bx 4- ex' + etc. ..., 

et fonction fractionnaire ou fraction rationnelle le quotient de deux semblables poly¬ 
nômes. Le degré d’une fonction entière de x est l’exposant de la plus haute puissance 
de x dans cette même fonction. La fonction entière du premier degré; savoir, 

a 4- bx 

s’appelle aussi fonction linéaire, parce que, dans l’application à la géométrie, on s’en 
sert pour représenter l’ordonnée d’une ligne droite. Toute ionction entière ou fraction¬ 
naire est par cela même ralionolle, et toute autre espèce de fonction algébrique est irra 
lionnelle. 

Les fonctions que produisent les opérations de la trigonométrie sont désignées sous 
le nom de fonctions trigonométriq ues ou circulaires. 

Les divers noms, que l’on vient d’attribuer aux fonctions composées d’une seule va¬ 
riable , s’appliquent également aux fonctions de plusieurs variables , lorsque ces dernières 
fonctions jouissent, par rapport à chacune des variables qu’elles renferment, des pro¬ 
priétés que supposent les noms dont il s’agit. Ainsi, par exemple, tout polynôme qui Me 
contiendra que des puissances entières des variables x, y, z, ... sera une fonction 
entière de ces variables. On appelle degré de cette fonction entière la somme des expo¬ 
sants des variables dans le terme où cette somme est la plus grande. Une fonction entière 
du premier degré, telle que 

a -f- bx + cy + etc. ...» 
prend le nom de fonction linéaire* 

Souvent, dans le calcul, on se sert de la caractéristique \ pour indiquer les ac¬ 
croissements simultanés de deux variables qui dépendent l’une de l’autre. Gela posé, si 
la variable y est exprimée en fonction de (a variable x par l’équation 
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(5) J = /(»). 

by, ou l’accroissement de y correspondant à l’accroissement Ax de la variable 
x , sera déterminé par la formule 

*6) J+ = /(* + **). 

Plus généralement, si l’on suppose 

(7) F(x.y)=o, 
on aura 

( 8 ) F{x + ±x,y + *y)=o. 

Il est bon d’observer que des équations ( 5 ) et (6) réunies on conclut 


( ( 9 ) *7 = /(* + **>) — /(*) • 

Soient maintenant h et i deux quantités distinctes, la première finie, la seconde 
infiniment petite , et « = y le rapport infiniment petit de ces deux quantités. Si l’on 

■ attribue à ^ la valeur finie h, la valeur de üy, donnée par l’équation (9), 
deviendra ce qu’on appelle la différence finie de la fonction /(«), et sera ordinai¬ 
rement une quantité finie. Si, au contraire, l’on attribue h U une valeur infiniment 
petite , si l’on fait, par exemple, 

Ax = ,» == * A » 


la valeur de by, savoir. 


/(x + i) — f{x) ou f{x + ah) —f{x) , 

sera ordinairement une quantité infiniment petite. C’est ce que l’on vérifiera aisément 
h J’égard des fonctions 

A x , sinx, cosx, 
auxquelles correspondent les différences 

A x+i — A* == {A 1 — 1 )A X , 


sin (x -f- i) — sinx = 2 sin cos [x -f- — j . 
cos (x + i) — cosse '== — 2sin ~ sin [x 4 * 
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dont chacune renferme un facteur A i — i , ou sin ~ , qui converge indéfiniment 
avec t vers la limite zéro. 

Lorsque, la fonction f{x) admettant une valeur unique et finie pour toutes les 
valeurs de x comprises entre deux limites données, la différence 

/(* + t’)— f{x) 

est toujours entre ces limites une quantité infiniment petite, on dit que f{x) est 
fonction continue de la variable x entre les limites dont il s’agit. 

On dit encore que la fonction f{x) est, dans le voisinage d’une valeur particulière 
attribuée à la variable æ, fonction continue de cette variable, toutes les fois qu’elle 
est continue entre deux limites, même très - rapprochées, qui renferment la valeur en 
question. 

Enfin, lorsqu’une fonction cesse d’être continue dans le voisinage d’une valeur parti¬ 
culière de la variable x, on dit qu’elle devient alors discontinue , et qu’il y a pour 
cette valeur particulière solution de continuité. Ainsi, par exemple, il y a solution de 

continuité dans la fonction , pour cç = o; dans la fonction tanga; , pour 
x zt, , k étant un nombre entier quelconque, etc. 

D’après ces explications, il sera facile de reconnaître entre quelles limites une fonction 
donnée de la variable x est continue , par rapport à cette variable. [Voyez, pour de 
plus amples développements, le chapitre II de 1 'Analyse algébrique.'] 

Concevons à présent que l’on construise la courbe qui a pour équation en coordonnées 
rectangulaires y = f{x). Si la fonction f {x) est continue entre les limites oe=x 0 , 
xz=. X , à chaque abscisse x comprise entre ces limites correspondra une seule or¬ 
donnée; et de plus, x venant h croître d’une quantité infiniment petite \x, y 
croîtra d’une quantité infiniment petite âj. Par suite, à deux abscisses très-rapprochécs 
x, x 4- Aæ , correspondront deux points très-rapprochés l’un de loutre, puisque leur 
distance v/a* 1 + Ay v sera elle-même une quantité infiniment petite. Ces conditions 
ne peuvent être satisfaites qu’autant que les différents points forment une ligne continue 
entre les limites x = x a , x~ X. 

La remarque que nous venons de faire peut être aisément vérifiée sur les courbes 
représentées par les équations 

y = x m , J = . y — A x . t y = L{x) , y — siox, 

2 


Si 
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dans lesquelles A désigne une constante positive, et m un nombre entier. 

On appelle série une suite indéfinie de quantités 

(10) t/ 0 , w, , u 7 , c/ 3 » etc.... r 

qui dérivent les unes des autres suivant une loi déterminée. Ces quantités elles-mêmes 
sont les différents termes de la série que l’on considère. Soit 

S n = tfo 4- u, 4- U 3 + ... + ««-* 

la somme des n premiers termes, n désignant un nombre entier quelconque. Si, 
pour des valeurs de n toujours croissantes, la somme s n s’approche indéfiniment 
d’une certaine limite s, la série sera dite convergente, et la limite en question s’ap¬ 
pellera la somme de la série. Au contraire, si, tandis que n croît indéfiniment, la 
somme s n ne s’appelle d’aucuue limite fixe , la série sera divergente , et n’aura plus 
de somme. Dans l’un et l’autre cas , le terme qui correspond à l’indice n , savoir u„ , 
sera ce qu’on nomme le terme général. Il suffit que l on donne ce terme général en 
fonction de l’indice n, pour que la série soit complètement déterminée. 

11 existe des règles générales à l’aide desquelles on peut reconnaître si une série donnée 
est convergente ou divergente. Ainsi, par exemple, on parvient sans peine 5 faire voir 
que la série (îo) est convergente, lorsque, pour des valeurs croissantes du nombre en¬ 
tier n, le rapport 

u„ 


converge vers une limite inférieure à l’unité. [Voyez Y Analyse algébrique , chap. VI]. 

Une série digne de remarque est celle qu’on obtient, lorsque, dans le développement 
de l’expression 


= i4— +—h 
1 1 . 2 \ 




i--fele. 


on fait converger le nombre entier m vers la limite oo . Cette série, dont les dif¬ 
férents termes sont respectivement 



reste convergente, quelle que soit la valeur de x, attendu que lo.rapport entre les 
deux termes 
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1.2. 3...n(n+1) ’ 1.2. 5...?? 


savo j r - décroît sans cesse pour des valeurs croissantes de n. Quant à la somme 

72+1 

X 

de la même série, on l’obtiendra facilement en posant — = a. En effet, on trouvera 
dans cette hypothèse 

(*+£)"=<’ 

puis, l’on en conclura, en faisant converger le nombre m vers la limite ac , et 
ayant égard à la formule (î), 




ï)n aura donc 

(»*) 


e* = i -+- 


—+ etc. 


1.2 . 1 * 2.0 

Si, dans cette dernière équation, l’on prend cc = î , on en tirera 


( 1 3 ) e = î + i “I-— + 


1.2 1 . 2.3 1.2.3.4 


+ ' 


1.2.3.4-5 


etc. 


ou , ce qui revient au même, 

* = 2 + o,5 + o, 166666...+ 0, 04166...+ 0, oo 833 ... + o,ooi 38 ... +0,00019..* + o,00002...+elc... 
= 2,7182.... 

En poussant plus loin l’approximation, on trouverait 

(14) e = 2,7182818284.... 

Telle est la valeur du nombre e , calculée avec dix décimales. 

Nous terminerons ces Préliminaires en expliquant cc qu’on doit entendre par des quan¬ 
tités infiniment petites de divers ordres. 

Désignons par a un nombre constant, rationnel ou irrationnel ; par t une quan¬ 
tité infiniment petite; et par r un nombre variable. Dans le système de quantités 
infiniment petites dont i sera la base, une fonction de t représentée par f{i), 
sera un infiniment petit de Y ordre a , si la limite du rapport 
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est nulle four toutes les valeurs de /• plus petites que a, et infinie pour toutes les 
valeurs de r plus grandes que a. 

Cette définition admise, si l’on désigne par n le nombre entier égal ou immédia¬ 
tement supérieur à l’ordre a de la quantité infiniment petite /(*.)»■ * e ™PP ort 


sera le premier terme de la progression géométrique 

r , m æl 

(17) /(•)• Tv ï* * < 3 

\ 

qui cessera d’être une quantité infiniment petite. 

Quant au rapport 

/(O 


que IVu déduit de l’expression (. 5 ) en posant r = a, il peut avoir une limite finie, 
' ou nulle, ou infinie. Ainsi, par exemple, 


sont trois quantités infiniment petites de l’ordre «, et les quotients qu’on obtient en 
les divisant par i a , savoir. 


ont pour limites respectives 


o, et —. 


Cela posé, on établira sans peine les propriétés des quantités infiniment petites, et en 
particulier les différents théorèmes que nous allons énoncer. 

Théorème. i. er Si , dans un système quelconque , l’on considère deux quantités in- 
finiment petites d'ordres différents, pendant que ces deux quantités s approcheront in- 
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définiment de zéro, celte qui sera d'un ordre plus élevé finira par obtenir constamment 
la plus petite valeur numérique. 

Démonstration. Concevons que, dans le système dont la base est i, l’on désigne 
p ar j — e t par J =F(i) deux quantités infiniment petites, la première de 

l’ordre a , la seconde de l’ordre b ; et supposons a < b . Si l’on attribue au 
nombre variable r une valeur comprise entre a et 6, les deux rapports 

J_ J 

i r * i r 

auront pour limites respectives, le premier — , 
tient de ces rapports, ou la fraction 

£ 

I ' 

aura une limite nulle. Donc la valeur numérique du numérateur J décroîtra beau¬ 
coup plus rapidement que celle du dénominateur /, et cette dernière finira par de- 
venir constamment supérieure à l’autre. 

Théorème. 2. Soient a, b, c . les nombres qui indiquent, dans un système 

déterminé, les ordres de plusieurs quantités infiniment petites, et a le plus petit 
de ces nombres. La somme des quantités dont il s'agit sera un infiniment petit de 
l’ordre a. 

Démonstration, Soit toujours i la base du système adopté. Soient de plus / , J, 
etc.... les quantités données, la première de l’ordre a, la seconde de l’ordre b, 
etc.... Le rapport de la somme I J -{- etc. ... b la quantité /, savoir, 

i 4 - y -h etc....» 

aura pour limite l’unité, attendu que les termes 
Par suite, le produit 

( , + f + etc....j — 
aura la meme limite que le rapport 

/ 


y , etc... auront des limites nulles. 
/+/+etc. ... 


le second, zéro; et par suite, le quo- 
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et, puisque ce dernier rapport a une limite nulle ou infinie, suivant qu’on suppose 
r < n ou r > a , on pourra en dire autant du rapport 

1+J+etc .... 

l r 

Donc 1 4- J + etc. ... sera une quantité infiniment petite de l’ordre a. 

Corollaire. Les raisonnements par lesquels nous venons d’établir le théorème i.* r , 
montrent évidemment que, pour de très-petites valeurs numériques de la base i, la 
somme de plusieurs quantités infiniment petites, rangées de manière que leurs ordres 
.forment une suite croissante, est positive ou négative, suivant que son premier terme 
est lui-même positif ou négatif. 

Théorème o.® Dans un système quelconque , le produit de deux quantités infiniment 
petites dont les ordres sont désignés par a et par b, est une autre quantité infi¬ 
niment petite de Cordre a -J- b. 

Démonstration. Soient toujours t la base du système que l’on considère, et /, / 
les quantités données, la première de l’ordre a , la seconde de l’ordre b. Les rap¬ 
ports 

I J 

i r i* 

auront des limites nulles , toutes les fois que l’on supposera r < a , s < b; des limites 
infinies, toutes les fois que l’on supposera r > a , s > b : et l’on pourra en dire au¬ 
tant du produit 

I J IJ 



Il en résulte évidemment que le rapport 

IJ 

î r + s 

aura une limite nulle pour r -f- s < a b , et une limite infinie pour r-{-s>a-\-b. 
Donc le produit IJ sera une quantité infiniment petite de l’ordre a + b . 

Nota. Si l’un des facteurs se réduisait à une quantité finie, le produit serait évidem¬ 
ment du même ordre que l’autre facteur. 

Corollaire. Dans un système quelconque, le produit de plusieurs quantités infiniment 
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pclites dont les ordres sont désignés par a , b , c ... est une autre quantité infiniment 
petite de l’ordre a -f- b -f- c. ... 

Théorème 4* Si trois quantités infiniment petites sont telles que, la première étant 
prise pour base, la seconde soit de C ordre a, et que, la seconde étant prise pour 
base, la troisième soit de l'ordre b, celle-ci, dans le système qui a pour base la 
première, sera d'un ordre équivalent au produit ab. 

Démonstration. Soient t, 1 et J les trois quantités données ; en sorte que les 
deux rapports 

L — 

77 * JS 

aient des limites nulles quand on suppose h - la - fois r < a , s < 6 , et des limites 
infinies quand on suppose à-la-fois r > a , s > b . Il est clair que le produit 



aura une limite nulle pour rs <ab , une limite infinie pour rs^>ab; et par 
suite, que, si l’on prend t pour base, J sera une quantité infiniment petite de 
l’ordre ab. 

Corollaire i. cr Le rapport entre les ordres de deux quantités infiniment petites 
J et / reste le même, quelle que soit la base du système que l’on adopte, et ce 
rapport est équivalent au nombre b, qui indique l’ordre de la première quantité, 
quand on prend pour base la seconde. Donc, si, après avoir déterminé pour une cer¬ 
taine base les ordres de plusieurs quantités infiniment petites, on vient «à changer de 
base, les nombres qui indiquent ces divers ordres croîtront ou décroîtront tous à-Ia- 
lois dans un rapport donné. 

Corollaire 2 . Si l’on suppose, dans le théorème 4. que la quantité J se réduise 
à la quantité i, on aura évidemment ab— 1 , 6 = --. Donc, si, dan9 le sys¬ 
tème dont la base est i, la quantité / est un infiniment petit de l’ordre a, 
t sera de l’ordre ~ dans le système qui aura pour base la quantité J. Ainsi, 

par exemple, lorsque I , considéré comme fonction de t, est un infiniment petit 
du premier ordre, on peut en dire autant de t considéré comme fonction de 1. 

Le second corollaire, réuni au premier, entraîne évidement le suivant. 

Corollaire 5. Si deux quantités infiniment petites sont telles que, l’une étant prise 
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pour base, l’autre soit du premier ordre, le nombre qui exprimera l’ordre d’une quan¬ 
tité quelconque restera le même dans les deux systèmes qui auront pour bases les deux 
quantités données. 
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PREMIÈRE LEÇON. 

Objet du Calcul différentiel. Dérivées et différentielles des fonctions d'une seule variable. 


x, y, z,.... étant des variables assujetties h vérifier une ou plusieurs équations 
données, on nomme différentielles de x, de y, d a z,.... et l’on désigne, au 
moyen de la lettre caractéristique d , par les notations 

dx , dy, dz ,... 

des quantités dont les rapports sont équivalents aux dernières raisons des accroissements 
infiniment petits que peuvent prendre simultanément ces mêmes variables. L’objet du 
calcul différentiel est de déterminer les rapports des différentielles dx, dy, dz,.... 
quand on connaît les relations qui existent entre les variables x, y, z, ... ; ou ce 

qui revient au même, d’évaluer les dernières raisons des différences infiniment petites 
A as, \y, As,..., c’est-à-dire des accroissements infiniment petits et simultanés de 
», y, t.... 

Concevons, pour fixer les idées, que l’on considère seulement deux variables; savoir, 
une variable indépendante, et une fonction de x représentée par 

y —/(»)• 

Si la fonction f[x) reste continue entre deux limites données de la variable x 
et si l’on assigne à cette variable une valeur comprise entre les deux limites dont il 
s’agit, un accroissement infiniment petit, attribué à la variable, produira un accroisse¬ 
ment infiniment petit de la fonction elle-même. Donc, si l’on pose alors b x — i, les 
deux termes du rapport aux différences 

(1) A ~ Y — /(* + «')-/(*) 

V ’ hkX 

seront des quantités infiniment petites. Mais, tandis que ces deux termes s’approcheront 
indéfiniment et simultanément de la limite zéro, le rapport lui-même pourra converger 

5 
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vers une aulre limite, soit positive, soit négative, qui sera la dernière raison des dif¬ 
férences infiniment petites A y et Ax. Cette limite, ou cette dernière raison, lors¬ 
qu’elle existe, a une valeur déterminée pour chaque valeur particulière de x; mais 
elle varie avec x. Ainsi, par exemple, si Ton prend f(x) = x m , m désignant 
un nombre entier, le rapport entre les différences infiniment petites sera 




m(m - t ) 

—s-• -h* •• 4* »" 


et il aura pour limite la quantité mx m ~' t c’est-à-dire, une nouvelle fonction de la 
variable x. Il en sera de même en général; seulement, la forme de la fonction nou- 

/(*+*)-/ 0 e ) 


velle qui servira de limite ait rapport 


dépendra de la forme de la fonc¬ 


tion proposée y = f(x). Pour indiquer celte dépendance, on donne à la nouvelle 
fonction le nom de fonction dérivée, et on la désigne, à l’aide d’un accent, par la 
notation 


y' ou /'(*)• 

Cela posé, les différentielles dx , dy de la variable indépendante x cl de la fonc- 

dy 

tion y — f[x ) seront des quantités tellement choisies, que leur rapport coïncide 
avec la dernière raison des quantités infiniment petites A y, Ax , c’est-à-dire, avec 
la limite y' = f\x) du rapport Ces différentielles seront donc liées entre 

elles par l’équation 

dy 

( 2 ) ou ( 3 ) dy =y'dx , 


que l’on peut aussi présenter sous l’une des formes 

M) (5) df(m) =./'(«) dx. 


En vertu de l’équation (») ou (3), la différentielle dy se trouve complètement déter¬ 
minée, dès qu’on a fixé la forme de la fonction y' = /'(a?), et la valeur de la quantité 
dx. Quant à celte dernière quantité, qui représente la différentielle de la variable in¬ 
dépendante, elle reste entièrement arbitraire; et on peut la supposer égale à une cons¬ 
tante finie h, ou même la considérer comme une quantité infiniment petite. 

Il résulte des formules (5) et (5) que la dérivée y' = f'{x) d’une fonction quelconque 
dy 

y = f(x) est précisément égale à — , c’est-à-dire, au rapport entre la différen¬ 
ds; 
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tielle de la fonction et celle de la variable, ou, si l’on veut, au cofficient par lequel il 
faut multiplier la seconde différentielle pour obtenir la première. C’est pour cette raison 
qu’on donne quelquefois à la fonction dérivée le nom de coefficient différentiel . 

Différencier une fonction, c’est trouver sa différentielle. L’opération par laquelle on 
différencie s’appelle différenciation . 

dy , 

Il est facile d’obtenir la fonction dérivée y'z=—, lorsqu on prend pour y une 
des fonctions simples 

a-\-x, a — cc, ax, — , x a , A x , L(a:), 


sincc, coscc, arcsinæ, arccosce, 


A désignant un nombre constant, a = zizA une quantité constante, et la lettre 
L indiquant un logarithme calculé dans le système dont la base est A ♦ On trouvera, 
par exemple, 

Ay ( a+x+i)-(a+x) dy 

pour y — a x , —= —-— - —1 - L — \, y' = ~ — i ; 


pour y —a- 


pour y — ax, 


pour y — — , 


__ 

(a + x+i)-(a+x) __ 

Ax 

i 

_ 

(<7-a:-i)-Cû-«) __ i 

Ax 

i 

±L — 

a(x+i)-ax 

Ax 

i 

a a 

Ay __ 

x + i x a 

Ax 

i x{x+i) 


/ d y 

y' = -f- = a; 
J dx 


pour = coscc. 


Av sin-< / , 1 .\ , dy . f , « \ 

pour y = sin x , — = —— cos ( cc -j- — t j, y ~~di~ cosx ~ sm • ~) ’ 

£ =-7f 8in [ x + T •■) > 7i = - sinæ = cos (* + t) 


De plus , en posant A ( = i -f- / , et ayant égard à la formule (4) des préliminaires , 
on trouvera 

A y Ax+i-A* A 1 - 1 , r I Ax t_ d ï __ AJ 

pour y = A*. — =- 7 - —A —XÔWT."* ’ 3-di-ÜÂ' 

Enfin , si l’on pose, pour abréger, -î— ~ a , et (i -f-“)" — * — p > l’on aura 
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pour y-Ltej, I.(«+ 0 -L(*) i= £ = îil 

J ' ' \x i i a. X dx X 


Ay (x+i) a -x a 

pour y = x a , — — -- 

r J Aa; 1 


{'+irY-‘ (.+«)«-■ 


II reste à trouver la limite du rapport entre les deux quantités infiniment petites « 
et p liées entre elles par l’équation 


Or, on tirera de cette dernière 


(i +«)‘=i+P* 

<•!(>+«)=!(,+?)• 


D’ailleurs, en vertu de la formule (3) des préliminaires, on aura 


-=(1+7), 


-= i + * . 


V, S désignant des quantités infiniment petites. Par suite, l’équation (6) donnera 


««(i4-7)=P(i+*), 


et l’on en conclura 


a 1 + <î 




En conséquence, on aura définitivement 


pour y = x a , y' = —— = aa!*-'. 

dx 

Si, dans les fonctions A x et L(æ), on réduisait le nombre A au nombre 
c — 2 , 7182818 ... , et la lettre caractéristique L à la lettre 1 qui désigne les 
logarithmes Népériens, on trouverait 


pour y = e r , 


/—~ = c T , 
J dx 


. dy 1 

• J ' = 5î = ÿ- 


pour y = J (cc) , 
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Les diverses formules qui précèdent peuvent être renfermées dans le tableau suivant 

d(ax) — dx, d{a — x) — — dx, d(ax) r==adx , d(—J : = — n — ; 
d[x a )~ax a ~ 1 dx; 


(7) 


dA* = A x \{A), 


de x — e r dx ; 


dL(x) = L(,)jg , dl(4=V i 


dsinx — cos xdx = sin — j dx . dcosx~-sioxdx — cos (x-\- ~^jdx. 


Comme elles sont établies seulement pour les valeurs réelles dé x auxquelles cor¬ 
respondent des valeurs réelles des fonctions placées à la suite de la lettre d, on doit 
supposer x positive, dans celles de ces formules qui se rapportent aux fonctions 
L(æ), 1 (a?), et même h la fonction x a , lorsque a désigne une fraction de déno¬ 
minateur pair, ou un nombre irrationnel. 

Soit maintenant z une seconde fonction de x, liée à la première y = f[x) 
par la formule 

z — F (y ) • 

z ou F[f{x)~) sera ce qu’on appelle une fonction de fonction de la variable x; et, 
si l’on désigne par bx, Aj, Az, les accroissements infiniment petits et simultanés 
des trois variables x, y, z, on trouvera 


_ f{x+bx)-f{x) Az __ F(jr+Ajr)-F(jr) 

Aa; àx ’ Aj A_y 


puis, en passant aux limites, et substituant aux dernières raisons des accroissements 
infiniment petits Aæ , Aj, A z, les rapports des différentielles dx, dy , dz , on 
obtiendra d’une part l’équation (4) ou (5) , et d’autre part la formule 


ri * 

(8) ^-—F\y), ou (9.) dz=F'(y)dy , 

ou , ce qui revient au même , 

(io) dF{ÿ) = F(y)dy. 


L’équation (îo) est semblable , pour la forme, à l’équation (5), et fournit le moyeu de 
différencier une fonction dé y , lors même que y n’est pas la variable indépendante. 
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Seulement la différentielle dx ou dy. qui, dan* le second membre, sert de coelli 
cient à la fonction dérivée /'(*) ou F\y), est. dans l’équation (5), une quantité 
constante, et, dans l’équation (8), une quantité variable égale au produit de Ja constante 
dx par la fonction /'(*)• 

En attribuant successivement aux fonctions y = f{ x ) et differentes formes , 

on tirera de l’équation (io) 


d{a+y) = dy, d[—y)^ — dy, d(ay)=ady. d {j) = ~ JT- 

dA? = An{A)dy, de’ = e’dy, dL{y) = L(«) y , dl(y)—y, 

= d.j-l(y')~f. etc.... 

d{ax”) ==adx m = max m — dx. dA D '^A B °\(A)dB‘^A B *B%A)mdx, 

de c ‘ = e‘ X d{t*)=e* e*dx , dc*'=e x ' dx' = *xe x 'dx , 


dsecx = d- 


dcoix sin xdx 
cos 3 # cos 3 # 


d cosec .x 


^ sin# 


(/sin# cos xdx 
siu 3 # sin 3 # 


rfl sinx = 


rfsin# 

sin# 


Cos#rf# dx 

sin# tang# * 


dlcosx =- 


sin#rf# dx ^ 

cos# cot.# 


La première de ce a formule* prouve que l'addition d'une consente à une fonction n'en 
attire pas la différentielle, ni par conséquent la dérivée. 

On peul encore , Ir l aide de la formule ( 1 ©), déterminer facilement les différentielles 
des fonctions simples x* , arcsinx, arcosx, en supposant connues celles des fondrons 

1 (x), sin X, cosx. On trouvera en effet 

d y dx dy y a _, 

pour y = x a , l(y) = a H x )> ~y a ~x ' dx a # ÜX 


pour j = arcsinx, sinj = x, cos ydy-^-dx, 


dy 1 * 

dx cosj \ZïTx 3 


— si ny dy — dx, 


dy __ _ __ 1 
dx sinj 


pour y = arcosx, cos y — x. 
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On aura donc 

(il) </. arcsina: r 


dx 




d. arcosa; — ■ 


dx 


On doit, dans les formules (n), supposer la variable x renfermée entre les limite» 
— j , -j- 1 , afin que les fonctions arcsinæ, arcosa; conservent des valeurs réelles. 

Si l’on divise par dx les deux membres de l’équation ( 9 ), on en tirera 
(12) *'=yF / ( ( y)=s/ / (*)F / [/(*)].. 

Cette dernière formule sert à déterminer la dérivée d’une fondtiôn dé fonction. 

Nous remarquerons, en finissant, que les différentielles des fonctions composées se 
déterminent quelquefois aussi facilement que celles des fonctions simples. Ainsi, par 
exemple, on trouve 


pour y = tanga; 


sin# Ay 


1 sin (x+i) sina?) 

i cos (x+i j côsa;j' 


dy _ 


cosx bx 

cosx à y 1 l cos (x+i) cosx 

pour y = coix = , — = —y rr-:- 

1 J siux \x 1 sina; 


>s (x+i) * dx cos’a' * 


1 1 dr_ 

sirursin(a;+<) * dx ~ 


sin 3 # ’ 


et l’on en conclut 
pour y — arctanga; , 

pour y = arccot x , 

On aura en conséquence 


langy = x , 

cot y = x , 


d y 

cos *y 
djf 


= dx , 

=3= dx , 


d tanga; = - 


(,3) 


d arctanga? = - 


sin*y 

d cota; = - 
d arccot x = - 


dy , « 

— s=s cos* y — - 

dx ^ 1+ar 2 


dy ■ , 

— = -sm>y=- 


sm'x 

dx 
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SECONDE LEÇON* 

La différentielle de la somme de plusieurs fonctions est la somme de leurs différentielles. 
Conséquences de ce principe. Différentielles des forictions imaginaires. 


Dans la leçon précédente, nous avons montré comment l’on forme les dérivées et les 
différentielles des fonctions d’une seule variable. Nous allons ajouter aux recherches, 
que nous avons faites à ce sujet, de nouveaux développements. 

Soient toujours x la variable indépendante, et \x un accroissement infiniment 
petit attribué h cette variable. Si l’on désigne par s , u, v , vu... plusieurs fonctions 
de x, et par As, Au, Av, iiv... les accroissements simultanés qu’elles reçoivent, 

tandis que l’on fait croître x de ax, les différentielles ds, du, dv , dw . 

seront, d’après leur définition même, respectivement égales aux limites des rapports 

A* Art , Au , Air 

— dx , — dx , — dx , — dx , etc— 

\x Aæ \x A# 

Donc, si l’on fait, pour abréger, ^- = x, ces différentielles seront encore équiva¬ 
lentes aux limites des rapports 

A* A« 

a. x 

Cela posé, concevons d’abord que la fonction s soit la somme de toutes les autres, 
en sorte qu’on ait 

(yj s — u -f- v -f- w -f- etc.... 

On trouvera successivement 

A S = A U -f - A v —j- A w; -f-.. 

As Au Ar Air 

— =-!-1-h etc., 

x X x a 

puis, en passant aux limites, 

( 2 ) ds —dudv + dw . 

Lorsqu’on divise par dx les deux membres de celle dernière équation, elle devient 


etc.... 
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( 5 ) *' = «' + v' 4- w’ -f- .... 

De la formule (2) ou ( 5 ), comparée à l’équation (1), il résulte que la différentielle ou la 
dérivée de la somme de plusieurs fondions est la somme de leurs différentielles ou de 
leurs dérivées. De ce principe découlent, comme on va le voir, de nombreuses consé¬ 
quences. 

Premièrement, si l’on désigne par m un nombre entier, el par a, b, c... p, 
(f, r, des quantités constantes, on trouvera 

( 4 ) d (uv) — dudv , d{u — v)=du — dv, d{au -f- bv) = a du 4- bdv ; 

(**) d{ au ~{~bv-{-cw-\-...)=zadu-\-bdv-{- cdtv -f-... î 

j d{ax m 4- bx m ~ l -f- cx m ~ a -f.-fpæ* -f- qx-\- r) 

° ) 

— [max"‘ ~ 1 4- (m— i)bx m ~ a -J- (m— 2 )cx m ~ i 4-... + zpx 4- 7] dx . 

Le Polynôme a*" 4. bx m -' 4. o*-— + ••• + px* + qx 4. r, dont tous les termes 
sont proportionnels à des puissances entières de la variable x , est ce qu’on nomme 
une fonction entière de cette variable. Si on le désigne par « , on aura , en vertu de 
l’équation (6) , 

s =max m -j- (m — a)bx m ~* -f (m —. 2) cx m ~ l -f ... -f zpx + q . 

Donc, pour obtenir la dérivée d'une fonction entière de x, il suffit de multiplier 
chaque terme par l exposant de la variable , et de diminuer chaque exposant d'une 
unité. 11 est aisé de voir que cette proposition subsiste dans le cas où la variable devient 
imaginaire. 

Soit maintenant 

(7) s=uvw.... 

Comme on aura, en supposant les fonctions u, v , w toutes positives 

(8) . 1 W ±= ! («) 4-1 (t>) + 1 M + ... 

et, dans tous les cas possibles, s*~u a v a w a ... 

( 9 ) ; ’ ^ ==T + •)•+ •* * 


4 



ds _^ , dv dm 

y ~ U “ t 'V + ^T + elc --- > 
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1 applica.ion du principe énoncé * U formule (8) ou à la formule ( 9 ) fournira 
(10) 

laquelle on conclura 

-(««t»...) = ^ 4-£î + lf + j 

= vw... du —|— Uiv, dv 4- UV ... dv 4-... 

Exempla - “<"•>="*’+.««. -ci uij~ vwdu+uwdv+uvd ^ 

d.œl(x) = [, +l( x )]dx, d(x‘;-')= x * c -‘(jL.-.,\ 

Soit encore X 

('*) »= — . 

V * 

différenciant l(a) ou i.| ( ,, }> on Cuvera 

(i3) ^__dv 

s u v 

et par tuile 

(' 4 ) 


etc. 


ds=~ 

V \ U V j * 


*(t) = 


vdu-udv 


On arriverait au même résultat, en observant que la différentielle de - est éuui 
valente à -(«. da+Md^j -'* _ü£f_ 

Exemples, d tanga = d SIP * _ cosaré/sioÆ-sin^rfcosa; 


rfcot*==~£f-_ 
cos ^ siu * x 


bdx 

[a+xy 


d [x) - X- > rf (-V) = Ç(“-^)-a ; , di|I = J^I rfa!>rf / 

' * '«+*/ f»j- 

es onctions «, c se réduisent à des fonctions entières, le rapport JL de 

0n “**“ **- 
Après avoir formé les différentielles du produit et du ^ V „ 

u., J. etc. 
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. ds du 

pour I(î)=d(tt), — ~— v '~ + 1 [u)dv, ds = v « — ’ du + u’l(«) dv ; 

1 » / x 1 ,, , ds du dv , i-i du 1 dv 

pour i = «\ I(«) = -l(«), y = ——!(«)—. ds — w ' -w’l(w)— , 

pour g = u ,w , l(s) ==v*l(u), ds = u ¥W v w jy + (a).l(t>). dw\; 

etc. 


Exemples, d (æ 1 ) = œ J [i -4- I (*)] dx , d(x x )—• — -~-x r dx, d.x* = e tc.... 

Nous terminerons cette leçon en recherchant la différentielle d’une fonction imagi¬ 
naire. On nomme ainsi toute expression qui peut être ramenée à la forme u v 
u et v désignant deux fonctions réelles. Cela posé , si l’on appelle limite d’une expres¬ 
sion imaginaire variable, ce que devient cette expression quand on y remplace la partie 
réelle et le coefficient de y/TT par leurs limites respectives, et si, de plus, on étend 
aux fonctions imaginaires les définitions que nous avons données, pour les différences , 
les différentielles et les dérivées des fonctions réelles, on reconnaîtra que l’équation 


s — u -f- v y/TT 


entraîne les suivantes 


V bx bx^ *X V ' ’ a a ^ a V ' ’ 

s = u' -f- v'y/TT , ds — du -f" dvy/TT . 

On aura en conséquence 


(i5) d{u -J- vy/TT) = du + dvy/TT . 

La forme de celle dernière équation est semblable it celle des équations (4). 
Si l’on suppose en particulier 


on trouvera 


s = cos ce -f- y/TT sinx , 


ds = 


b + -~j -+■ [/~ sin + ~j dx = sy/TTdx 


Ajoutons que les formules (4) » (5), (6), (n) et (i4) subsisteront lors même que les 
constantes a, b, c, ... p, q, r, ou les fonctions u, v, vu ... , comprises dans 
ces formules, deviendront imaginaires. 
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TROISIÈME LEÇON. 

Différentielles et Dérivées des divers ordres pour les Fonctions d'une seule variable. 
Changement de la Fariable indépendante. 


Comme les fonctions d’une seule variable a: ont ordinairement pour dérivées d’au¬ 
tres fonctions de cette variable , il est clair que d’une fonction donnée y — f[x) on 
pourra déduire en général une multitude de fonctions nouvelles dont chacune sera la 
dérivée de la précédente. Ces fonctions nouvelles sont ce qu’on nomme les dérivées des 
divers ordres de y ou f(x) , et on les indique h l’aide des notations 

y'\ y°> y"'» yy T , ... y w , 

ou /»- /'(*)> /*«;. /-(«). /•(«). ... /<*«.’. 

Cela posé , y' ou /'(x) sera la dérivée du premier ordre de la fonction proposée 
J = /(a-) : v" ou /"(x) sera la dérivée du second ordre de j, et en même temps 
la dérivée du premier ordre de 7'; etc....; enfin 7<”> ou /<'■>(*) [«désignant 
un nombre entier quelconque] sera la dérivée do l’ordre n de 7 , et en mémo temps 
la dérivée du premier ordre de y^ n ~ ,J . 

Soit maintenant dx = li la différentielle de la variable x supposée indépen¬ 
dante. On aura, d’après ce qu’on vient de dire. 


(0 



d 7 

dx 


ou, ce qui revient au même, 



... = 


dy n — 0 
dx 


( 2 ) dy ~y'. h , dy'=y".h, dy°=y"'.h,... dy™ O. /,. 

De plus, comme la différentielle d’une fonction de la variable x est une autre fonction 
de cette variable, rien n empêche de différencier y plusieurs fois de suite. On obtiendra 
de celte manière les différentielles des divers ordres de la fonction y, savoir : 

dy=/k=/dx, ddy=h.dy'=y-h-=y‘dx-, dddy=h-dy"=y'"h>=y"dx\ etc. 

Pour abréger, on écrit simplement d-y aulieude ddy, d'y au lieu de dddy, 
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etc. ; en sorte que la différentielle du premier ordre est représentée par dy , la diffé¬ 
rentielle du second ordre par d'y, celle du troisième ordre par d*y, etc., et 
généralement la différentielle de l’ordre n par dy. Ces conventions étant admises, 
on aura évidemment 

(3) dy =y'dx , d*y=y"dix\ d*y=y"'dx 3 , (Hy=y t 'dx*, ... d n y =y^dst», 
et par suite 


(4) 


r' = ±, r » = £i r'" = £L r"- 

dx J dx* ’ * dx 3 * J dx*”" 



Il résulte de la dernière des formules (3) que la dérivée de l’ordre n , savoir y\*> 
est précisément le coefficient par lequel il faut multiplier la «™ puissance de là 
constante li = dx pour obtenir la différentielle de l’ordre n. C’est pour cette 
raison que y est quelquefois appelée le coefficient différentiel de Cordre n. 


Les méthodes par lesquelles on détermine les différentielles et les dérivées du premier 
ordre pour les fonctions d’une seule variable, servent également à calculer leurs diffé¬ 
rentielles et leurs dérivées des ordres supérieurs. Les calculs de cette espèce s’effectuent 
très-facilement, ainsi qu’on va le montrer par des exemples. 

Soit d’abord j^sinx. Comme, en désignant par a une quantité constante 
on a généralement rfsin (* + «)= cos [x + a) d [x + a) = sin [x + a + i „) dx on 
en conclura ’ 7 


ds\nx sin (x + \k) dx , rfsîn (* + :*)= sin (x + 7r)dx, dsia (x+tt) = sin [x+ i n ) dx.... , 
et par suite on trouvera 

pour r=S mx, r '=sin(x+;,r), r "=sin(x + *), /" = sin (x+»,,W=sm(x + ». 

En opérant de même, on trouvera encore 

pour ^=cosx, r '=cos(x + ;*), /'j=cos(x+*), >"'=cos(x+», ... — co 8 (x+;x); 

pour y=A‘, y'=A'(\A), y"=A-(\A)\ y’"=A'(\A)',... yto=A'(\A)" ■ 

pour /=«*—, = JJG 

Il est essentiel d observer que chacune des expressions sin (x -j- ; n-r ), cos (x | 1 n.) 
admet seulement quatre valeurs distinctes qui se reproduisent périodiquement et loi.jours 
dans le même ordre. Ces quatre valeurs, dont on obtient la première, la seconde, la 
troisième ou la quatrième , suivant que le nombre entier n, divisé par 4 , donne pour 
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reste, o, i, 2 ou 3 , sont respectivement since, coscc , —sincc , —coscc , pour 
l’expression sin (ce -f- i nn ) » et coscc, —sina?, —coscc, sincc, pour l’expression 
cos(£c -f. \nv) . De plus, si, dans les fonctions A*, x a , on remplace la lettre A 
par le nombre e qui sert de base aux logarithmes Népériens, et la quantité a par 
le nombre entier n , on reconnaîtra que les dérivées successives de e x sont toutes 
égales à e*» tandis que, pour la fonction ce", la dérivée de l’ordre n se réduit 
à la quantité constante 1,2.3...n, et les suivantes à zéro. 

En substituant- les différentielles aux dérivées, oij tirera des formules que nous venons 
d’établir 

d n $mx = t l \n(x+'-nT:)dx n , d n co$xz=:cos(x+'-nv:)dx n , d n A x = A x (\A) n dx n , 
d n e x = e x d x , d n {x a ) = a(a-i)...(a~n+i)x a ~~ n dx n , d n {x n ) = 1.2.3... n.dx n , 

cM(cc) z=dx.d n ~'{x~ l ) = (?— \Y~' " --dcc", etc.... 

Considérons encore les deux fonctions J\x-\-a) et f(ax). On trouvera 
pour /=/'(a;+a), y° == f'(x+a)>... j «==/(«>(*+«), d n y?±fW(z+a)dx n i 

pour y=f[ax) 1 y'—af [ax), y n .=za*f u (az),... y^=a n f^ n ‘>(ax) y d n y=a n f<- n >(ax)dx n , 
Exemples. d n {x + a) n = i.ü.z>,.,n.dx n , d n e ax = a n e ax dx*, d n sinax = etc.... 

Soient maintenant y = f(æ) et s deux fonctions de as liées par l’équation 

( 5 ) , * = 

Eu différenciant cette équation plusieurs fois de suite, on trouvera 
(G) dz=F'(y)dy, d*z=:F a (y)dj'+F'{y)d % y, d*z=F"'(y)d&+ZF a (y)dyd t y+F'(j)d i y,etç. 
Exemples . d n (a\y) = d n y , d n ( — y)= — d n y, d n [ay) = ad n y f d n [ax n ) = i.a .5 ..n.flrfar", 
de y — e y dy, d*e* — e y {dy* + d*y) d*e y z= e y (dy*+ Zdy d*y + d*y) , etc. 

Si la variable x cessait d’être indépendante, l’équation 

(7) ~ y = /(*)> 

M : • , 

étant différenciée plusieurs fois de suite, donnerait naissance à de nouvelles formule* 
parfaitement semblables aux équations (6), savoir : 

( 8 .) dy—f'[x)dx, d*yz=±f p {x)dx^^f , {x)d i x y d l y=:f"'[x)dx i +’5f'(x)dxd'x+f'(x)d i x, etc. 


On tire de celles-ci 
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dxd^-dyd^x = ±_.l±\ 
J dx 3 dx \ dx) 


/'"(*) = 


dx(dxd*y- dyd}x) - 


•)-' 5 d*x(dxd*y-dyd*x) _ 1 dxd'y-dyd'x X 
dx i dx \ dx s ) * 


Pour revenir au cas où x est variable indépendante, il suffirait de supposer la diffé 
rcnliélle dx constante, et par suite d*x = o , d 3 x = o, etc..... Alors les for¬ 
mules (9) deviendraient 

(.c), : ./>»-£, /»—0-. • /"'(x)=^-. - 

c est-à-dire qu’elles se réduiraient aux équations ( 4 ). De ces dernières, comparées aux 
équations (9), il résulte que, si l’on exprime les dérivées successives de f{x) à l’aide 
des différentielles des variables x et y = f(x), i.° dans le cas où la variable x 

est supposée indépendante.; a.° dans le cas où elle cesse de l’être , la dérivée du premier 
ordre sera la seule dont l’expression reste la même dans les deux hypothèses. Ajoutons 
que, pour passer du premier cas au second, il faudra remplacer 

d*y dxd'y-dyd'x d*y _ dx{dxd*y - dyd*x)-"bd* xidxd'y - dyd'x) 

dx * P dx 3 ’ dx 3 P ar dx* J 1 etc.... 

C’est par des substitutions de celte nature qu’on peut, opérer un changement de variable 
indépendante. 

Parmi les fonctions composées d’une seule variable, il en est dont les différentielles 
successives se présentent sous une forme très-simple. Concevons, par exemple, que l’on 
désigne par u,v, w... diverses fonctions de x. En différenciant n lois cha¬ 
cune des fonctions composées 

u-f-v, u — v, u-f-vi/rf, au -f- bv -f- cw -f- • • » on trouvera 
( 11 ) d n {u-\-v) = d n u-\-d n v, d n (u—v) = d n u—d n v, d n [u-\-v\/~)~d n ii-\-d n v\/~ r 

(12) d n [au -J- bv -f- cm -{- ...) = ad n u bd n v cd n w .... 

11 suit de la formule (>2) que la différentielle d n y de la fonction entière 
ÿ — (tx m -}- bx ni ~' + cx m ~ 7 -|- ... -f- px* -J- qx -f- »' 

se réduit, pour n = m, à la quantité constante 1.2.5... m. a. dx m , et pour n>iu, 

& zéro. 
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Après avoir appris à former les dérivées et les différentielles des fonctions d’une seule 
variable, il nous reste à montrer l’usage qu’on peut en faire, et leurs principales pro¬ 
priétés. Dans ce dessein, nous commencerons par faire connaître diverses relations qui 
existent entre les dérivées des divers ordres et les fonctions elles-mêmes supposées 
réelles. Ces relations se trouvent exprimées dans les théorèmes que nous allons énoncer. 

i. " Théorème. Im, fonction y = f{x ), étant supposée réelle et continue par rapport 
à la variable x dans le voisinage de la valeur particulière x — x ot croîtra ou 
décroîtra en même temps 7 ne cette variable , à partir de la valeur x = x ot si la valeur 

lly 

correspondante de la fonction dérivée y' — ^ est positive et finie. Mais, si celte 

dernière valeur est finie et négative , la fonction y décroîtra pour des valeurs crois¬ 
santes de la variable x , et croîtra pour des valeurs décroissantes de la même variable. 


Démonstration. Soient \x, \y les accroissements infiniment petits et simultanés des 


variables x , y. Le rapport 


aura pour limite — : 


On doit en con¬ 


clure que, pour de très-petites valeurs numériques de *x, et pour une valeur parti- 

A y • 

culière x 0 de la variable x , le rapport — sera positif, si la valeur correspon¬ 


dante de y' est une quantité positive et finie; négatif, si cette valeur de y' est une 
quantité finie, mais négative. Dans le premier cas, les différences infiniment petites 
^x , A y étant de même signe, la fonction y croîtra ou diminuera, à partir de 
jp — x ot en même temps que la variable x. Dans le second cas, les différences 
infiniment petites étant de signes contraires , la fonction y croîtra, si la variable x 


diminue, et décroîtra si la variable augmente, 


Corollaire i er . Concevons que la fonction y — f{po) ’ demeure continue entre deux 
limites données x~x a ,x~X. Si l’on fait croître la variable x par degrés in¬ 
sensibles depuis la première limite jusqu’à la seconde , la fonction y ira en croissant 
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toutes les fois que sa dérivée étant finie aura une valeur positive , et en décroissant toutes 
les fois que cette même dérivée obtiendra une valeur négative. Donc la fonction y ne 
pourra cesser de croître pour diminuer, ou de diminuer pour croître, qu’autant que la 
dérivée y' passera du positif au négatif, ou réciproquement. Il est essentiel d’observer 
que, dans ce passage, la fonction dérivée deviendra nulle, si elle ne cesse pas d’être 
continue. 

Corollaire 2. Concevons que la fonction y = f(x) s’évanouisse pour la valeur par¬ 
ticulière x = x 0 , et demeure continue dans le voisinage de cette valeur. Si la valeur 
correspondante de la dérivée y' = f{&) est finie et positive, alors , en supposant x 
très-peu différent de x 0 , on aura 

f (x) > 0 pour cc>cc 0 , et f(x) <0 pour æ<a? 0 - 

Au contraire, si la valeur de y' est finie et négative, on aura 

f{x)< o pour x > x 0 , et f{x) > o pour x < x 0 . 


2.* Théorème. Soient f(a?) et F(cc) deux fonctions réelles qui s'évanouissent pour 
x = x 0 , et qui restent continues entre les limites x = x„ , x = X. Supposons 
d'ailleurs que la fonction dérivée F'(æ) ne change pas de signe entre les limites dont 
il s'agit. Si l'on nomme A la plus petite, et B la plus grande des valeurs que 
reçoit dans cet intervalle le rapport 

n*) 

F» ’ 

la fraction 

t(X) 

F(X) 


sera elle-même comprise entre les deux limites A et B. 


Démonstration. Puisqu’on aura par hypothèse, pour toutes les valeurs de x ren¬ 
fermées entre les limites x 0 , X , 


f» 

F» 


A > o , 


n*) 

F» 


B < o, 


et que la fonction dérivée F'(œ) ne changera pas de signe entre ces limites, on peut 
affirmer que, dans cet intervalle, l’un des produits 


r(æ) ÎFw _ ^î = r(a!)_/4F ' (a,) ’ 




BV'{x) 

5 
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sera constamment positif, l’autre négatif. D’ailleurs ces produits sont respectivement 
égaux aux dérivées des fonctions 


f(*) — AF(x) , f(*) — BY{x). 

Donc , en vertu de ce qui a été dit ci-dessus [t. er théorème, corollaire i. er ], l’une de ces 
fonctions sera toujours croissante, l’autre toujours décroissante depuis x = x 0 jusqu’à 
x—X. Donc, puisqu’elles s’évanouissent simultanément pour x = x 0 , les valeurs 
qu’elles recevront pour x = X, savoir : 

f(X) — AF(X ), î(X) — BF(X) 

seront des quantités de signes contraires, et l’on pourra en dire autant des quotients 
que fournissent les mêmes valeurs divisées par F(^T), c’est-à-dire, des différences 


f(*) 

FW 


— A , 


qx) 

F(X) 


— B. 


qx) 

nx) 


sera comprise entre A cl JB. 


Donc la fraction 

Corollaire i.« Si les fonctions dérivées f'(x), F'(æ) sont elles-mêmes continues entre 
les limites x = x 0 , x — X; tandisqu’on passera d’une limite à l’autre, le rapport 

variera de manière à rester toujours compris entre les deux valeurs A , B t et 

F'(j?) . 

à prendre successivement toutes les valeurs intermediaires. Donc alors , toute quantité 

f(X) 

moyenne entre A et B, par exemple, la fraction -^y sera une valeur du rapport 
f [frü L correspondante à une valeur 5 de x renfermée entre les limites x 0 , X ; 

F» 

ensortc qu’on aura 

f(X) _ r(g) 

(0 F(X) — F'(Ç) ' 


Si l’on fait, pour plus de commodité, X = x 0 + h, la quantité Ç sera de la forme 
x 0 4- h t » ht désignant une quantité de même signe que h , mais d’une valeur nu¬ 
mérique moindre; et l’équation (î) deviendra 


f(x 0 +A) _ f'(«•+/».) 

( 2 ) F(*„ + A) _ F'(*o +/«.) ‘ 

En d'autres termes, si l’on représente par 0 un nombre inférieur à 1 unité, on pourra 
choisir ce nombre de manière à vérifier la formule 
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f(a o + h) __ f'{x 0 +Qh) 


(3) 

¥{a 0 + h) 

F'Oro+ôA) * 

Corollaire 2 .® Si les fonctions 


( f(») - 

f'(x), 

r(x) , ... £<—>(«), 

(4) 

t F(x). 

F(x), 

F» , ... , 

s’évanouissaient toutes pour x 

= x 0 , et demeuraient continues, aussi bien que f^(œ) 

et F ( ">(a;), entre les limites 
des fonctions dérivées 

x = x 0 , 

x __ Xo _p. h ; alors, en supposant chacune 

( 5 ) F'(x) , 

f»(x) ; 

F'» . ... F«(x). 


toujours positive ou toujours négative depuis la première limite jusqu à la seconde, et 
désignant par h, , A a ,... /t„ des quantités de même signe , mais dont les valeurs nu¬ 
mériques seraient de plus en plus petites, on obtiendrait avec 1 équation (2) une suite 
d’équations semblables dont la réunion composerait la formule 

f(a ? 0 + A) _ f'(x 0 +A,) __ r(x 0 + A a ) __ tMjxo+hn) 

' 6 ' F(« o + /0 F'(a? 0 +/*.) F"(x 0 +h,) *" FW(®,+ A,) 


Si, dans la formule (C), on se contente d’égaler la première fraction à la dernière, 
l’équation à laquelle on parviendra pourra s’écrire comme il suit 

f(* 0 + A) f<"H*o+Ô/0 

( 7 ) ¥{x 0 +h) ~~ + 0k) ' 


9 étant toujours un nombre inférieur à l’unité. 

Corollaire 5 .* Lorsqu’on pose, dans la formule ( 3 ), x„ = 0 , F(x) = x , on eu 
lire 

(8) {(h)=h('(0h). 

De même , lorsque dans la formule (7) on pose x» = o , F(x) = x", on Irouvc 


F^(®) = 1 . 2 . 3 ...n , 


h n 1.2.3...n 


h n 


et par suite 

( 9 ) 




. 2 . 3 ...n 


f<">(0A). 
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En conséquence, on peut énoncer les deux propositions suivantes. 

3, * Théorème. Lorsque la fonction f(a?) s y èvanouit avec la variable x, et de¬ 
meure continue, ainsi que la dérivée i\x) , depuis x — o jusqu'à x = h, il 
existe entre les limites o et 1 une valeur de 0 propre à vérifier l'équation 

( 10 ) ' f(/t) = /if'(0A) 

4. * Théorème. Lorsque les fonctions 

f(x), î\x), C{x), ... 

s'évanouissent avec la variable x, et demeurent continues , ainsi que la fonction 
dérivée f w (®), depuis xz=o jusqu'à x = k, il existe entre les limites o et 
1 une valeur de 0 propre à vérifier la formule 

(«o 

Soit maintenant f{x ) une fonction de x qui obtienne une valeur finie positive 
ou négative pour x = x D , et qui reste continue, ainsi que la fonction dérivée f(x), 
depuis £D = £C 0 jusqu’à x = X. Si l’on pose 

( 12 ) f (*) = f{x) — /(*o) , F(x) = x, 

on trouvera 

(.3) *»=/».. F'H = >- 


Par suite, les formules (1) et ( 3 ) donneront 


(i4) 

ou, ce qui revient au même. 




(.5) - /'(g. + 0A) , 

On peut donc énoncer le théorème suivant. 

'5.® Théorème. Lorsque la fonction f{x) conserve une valeur finie pour x — x %> 
et reste continue , ainsi que sa dérivée f\x), depuis x = x 0 jusqu'à x = x 0 + U, 
il existe entre les limites o et 1 une valeur de 0 propre à vérifier l'équation 


(.6) 


/ (*. + A) — /(*„) = A/'(x„ + «A). 
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De même, si. clans la formule (7), on suppose f(x), F(x) déterminées par les 
équations 

(17) f (*) == /(x) — f{x 0 ) , F (as) = (x — x e )«, 

on obtiendra cet autre théorème. 

6 .* Théobême. Lorsque les fonctions 

(18) /(*), f'(x ), / M W 

se réduisent , pour x = x 0 , la première à une quantité finie , les suivantes à zéro r 
et restent continues , ainsique f w (x), depuis x = x 0 jusqu à x = x 0 -\-k, 
il existe entre les limites 0 et 1 une valeur de 0 propre à vérifier l équation 

(19) /(*o + /0—/(*•) = ^3_ n ' o + 

Au reste, les formules (16) et (19) se trouvent comprises dans celles que l’on déduit 
des équations ( 3 ) et (7), en substituant aux fonctions f et F deux, autres fonctions. 
f ci F liées aux deux premières par les formules 

(20) f (x) = /(x) — /(x 0 > , F(x) = F(x) — F (x.). 

Alors en effet on tire de l’équation ( 3 ) - 

, , f{Mh)-f{x 0 ) f'Xxo + Qh) 

V ] F(x 0 + h) - F{x 0 ) F'(x 0 +Qh) ’ 

et de l’équation (7) 

/(*, + *)-/(*,) f™(x o + 0h) 

( 22j F(x o +h)-F{x 0 ) FW(x 0 +Qh) ■ 

La formule (22), qui coïncide avec la formule (21), quand le nombre n est préci 
sèment l’unité, suppose, i.° que , pour x=x 0 , les fonctions /(x) , F(x) se ré¬ 
duisent à des quantités finies, et les fonctions dérivées 

( y». /<—>(*).■ 

( 23 ) I 

( F\x), F"{x) y ... F Cn ~ l >(x) , 

à zéro; 2. 0 que chacune des fonctions dérivées 

(24) *>), F'{X) , ... F*-'>(x) , FW(0) 

ne change pas de signe entre les limites x = x 0 , x= X) 3 .* que les fonctions (20 
restent continues entre ces limites aussi bien que /(x), F(x) et f<- n \x) F w {x).. 
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Détermination des valeurs que prennent les fonctions réelles d’une seule variable, quand 
elles se présentent sous les formes indéterminées — , , oXi“» 0 ° > 00 *’ 

±00 

i , etc.... 

Les principes établis dans la Leçon précédente fournissent le moyen de fixer la véri¬ 
table valeur d’une fraction dont les deux tenues sont des fonctions réelles de la variable 
x , dans le cas où l’on attribue à cette variable une valeur particulière pour laquelle la 

fraction se présente sous la forme indéterminée — . En effet, soit 


(0 


s 


___£(fl 

- F(*) 


la fraction dont il s’agit, et supposons que la valeur particulière x = x 0 réduise s à 

la forme —, en faisant évanouir f (sc) et F(cc). La valeur de « correspondante 
o 

à x = x 0 ' ne sera autre chose que la limite dont s s’approche indéfiniment, tandis 
que x s’approche de x 0 . Cela posé, concevons que l’on désigne par X une 
quantité très-peu différente de x 0 , et par £ une autre quantité comprise entre x„ 
et X. Comme, en général, chacune des fonctions f(æ), F (a?), i (x), F (x) restera 
continue, et conservera le même signe depuis la valeur particulière de x représentée 
par x 0 jusqu’à une valeur tçès-voisine x = X , on pourra, en vertu de la formule 
(î) de la 4 * e Leçon, choisir la quantité Ç de manière à vérifier l’équation 


Î[X) _ f' 
F{X) - F(Ç) 


Si maintenant la quantité X vient à sc rapprocher indéfiniment de la limite x 0 , il 
en sera de même, à plus forte raison, de la quantité £, et le second membre de l é- 
quation (2) aura évidemment pour limite la valeur de la fraction 
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correspondante à x = x 0 • On peut donc énoncer la proposition suivante. 

, . f(*) , . 

i. er Théorème. Lorsqu une valeur particulière du rapport se présenté sous la 

F (a;) ^ 

forme — cette valeur coïncide avec la valeur correspondante du rapport ■ ■■ . 
' o * * W 

Exemples. En vertu du théorème qui précède, on aura, pour x = o , 


sinÆ* a^rcosa; 1 


sina; _ cos#_ 1 ^ 


pour x = 1 , 


Il est bon d’observer que l’équation (2) et le théorème 1." s’étendent au cas même ou 
la constante x 0 devient infinie. Seulement X et ç représentent alors deux quantités, 
dont les signes sont les mêmes que celui de œ 0 , et dont les valeurs numériques sont 
très-grandes, la valeur numérique de Ç étant supérieure à celle de X. 

Si les fonctions f'(a;) , F'(x) s’évanouissaient à leur tour pour x = x 0 , la valeur 
particulière du rapport ^ j - se présenterait elle-même sous la forme ~ , et coïn¬ 
ciderait, en vertu du théorème i. cr , avec la valeur correspondante du rapport 


dont les deux termes sont les dérivées du premier ordre de f'(£c) et de F'(as). Si 
les fonctions f"(æ), F"(æ) s’évanouissaient encore, il faudrait, pour obtenir la valeur 
cherchée de s , recourir h la fraction 

?"(*) 

*"'(*) ' 

etc.... En continuant ainsi, on déduira sans peine du premier théorème celui que noui 
allons énoncer. 

a. e Théorème. Lorsque les fonctions 


( 4 ) 


,f(*) , ('{x) , f» , ... f^-»>(a,) , 

F(jd), F'(a) f F», ... F*—>(*). 


4o 


CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


s'évanouissent toutes pour la valeur particulière x = 
du rapport 


(0 


_ JM 

- F(x) 


coïncide avec celle du rapport 

( 5 ) 


F«(x) ' 


Exemples. En vertu du théorème 2, on aura, pour 


la valeur correspondante 


o » 


i-cosæ sinaa? cosæ 1 <r-sina> 1 î-cosa; 1 



e x -e— x - 2 X _ e x + e~ x - 2 

æ-sin« î-cosx 


e x -e~ x _ e x + e~ x 

sin# Cosx 


etc... 


Si, dans les théorèmes 1 et 2, on fait, pour abréger, 

f(œ) —y , F(x)=z 

on aura, en vertu de ces mêmes théorèmes, et pour œ 




ou bien 

( 7 ) 


7 _ r (n) _ d*j 

z "* 2W d n z 


L’équation (6) suppose que, pour x = x 0 , la valeur de -j- se présente sous la forme 
indéterminée — , et l’équation (7) que les valeurs correspondantes de 

yt y * y(n— l) 

T 7 ”' ' *” 

se présentent encore sous la même forme. 

Si la valeur particulière x = x 0 rendait infinies les deux fonctions ^ = f(aî) et 
t=z F(x), elle réduirait à zéro les deux suivantes 

1 1 
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et, comme les dérivées de ces dernières sont respectivement 



on aurait, pour x = x 0 » en vertu du théorème i. ,r . 



ou, ce qui revient au même, 



En multipliant par ~ les deux membres de la formule précédente, on en conclura 


y_ _ y_ 

i' ~~ z 


Par conséquent, l’équation (6) s’étend au cas mêmé où la fraction ~ — se P r< ^ _ 

C 

sente sous la forme indéterminée ——— 


celui que nous allons énoncer. 

ô. e Théorème. Lorsqu'une valeur particulière du rapport 


y f(«) 

z F(x) 

et l’on peut joindre encore au théorème 1 

f(*) 


F(«) 


se présente sous la 


forme indéterminée ^ , celle valeur coïncide avec la valeur correspondante du 

f'W 

ra PP° rt ~W{x)~ * 

Exemple . On a, pour x = o , 

*(ür) sin’a? _ ~ 


cota? 


- sin x — sin x = o . 


Corollaire . Le 5 .* théorème s’étend, ainsi que le premier, au cas même où la valeur 
particulière attribuée h la variable x devient infinie. Par suite, lorsque la valeur nu¬ 
mérique de la fonction î{x) croît indéfiniment avec celle de la Variable x , on a , 
pour x = i oo , 


(10) 


lifl = ('(x). 


Concevons, par exemple, que l’on égale successivement f(fl?) aux deux fonctions 

6 
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A x , L(cc), 


A désignant un nombre supérieur à l’unité, et L(a?) un logarithme pris dans le sys¬ 
tème dont la base est A. Comme les dérivées de ces deux fonctions, savoir, 





x 


deviendront, la première infinie, et la seconde nulle, pour des valeurs infiniment grandes 
de la variable x, on tirera de la formule (10), en faisant converger x vers la li¬ 
mite 30 , 

A x . . .. 1 ( æ ) 

(il) lim-= », (12) 1101-^ = 0. 

V ' X x 


Il résulte des formules (u) et (12), i.° que, dans le cas ou l'on suppose A > 1 , 
l'exponentielle A x finit par croître beaucoup plus rapidement que la variable x ; 
2. 0 que les logarithmes des nombres , dans un système dont la base surpasse limité, 
croissent moins rapidement que les nombres eux-mêmes. 


Si les fonctions dérivées f'(a?) , 1 € F'(£c) devenaient l’une et l’autre infinies, la valeur 


particulière du rapport 


H*) 


se présenterait h son tour sous la forme 


coïnciderait, en vertu du 3.* théorème, avec la valeur correspondante du rapport 


f"(*) 

F» 

dont les deux termes sont les dérivées du premier ordre de f'(aî) et de F'(a;). Si 
les fonctions f a (x) , F"(a;) devenaient elles-mêmes infinies, on serait obligé de recourir 
5 la fraction 

etc..,. En continuant ainsi, on déduira sans peine du 3.® théorème la proposition sui¬ 
vante. 

4.* Théorème. Lorque les fonctions (4) deviennent toutes infinies pour la valeur 
particulière x = x„ , la valeur correspondante du rapport 



(>) 

coïncide avec celle du rapport 
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fC'O(x) 

FW(x) ’ 

I 

Exemple. Soit a une constante positive, et » le nombre entier immédiatement 
supérieur à cette constante. En vertu du théorème, on aura , pour x = «o . 

x“ _ o(a-i)...(a-n + ‘) x “ - “ _ a(a-i)...(a-^ 

__ — x n-* e , 

ou, ce qui revient au même, 

(. 3 ) xU~‘ = o. 

Les théorèmes ci-dessus établis servent à fixer les valeurs des fractions qui se présen¬ 
tent sous l’une des formes ^ ou -Üf-. Il est essentiel d’ajouter qu’on en déduira 
sans peine les valeurs des fonctions d'une seule variable qui se présenteraient sousj’unc 
des formes indéterminées 

co 

oXdtoo, o°, oo°, î , etc.... 

Ainsi, en particulier, si l’on désigne par y et s deux fonctions de * qui deviennent, 
pour * = , la première nulle, la seconde infinie , la valeur de la fonction 


t> 4 ) 

correspondante à x = x 0 , prendra la forme oX±«; 
avec celles des rapports 



et coïncidera évidemment 


,,ui pourront être déterminées h l'aide des théorèmes a. 3 ou 4 . attendu qu’elles se 
présenteront sous les formes ± et ■§=- • Ou aura , par exemple, pour . = - . 
en vertu du théorème i.* r . 


(i5) 


c""! (a?) 



et pour x — o , en 


vertu du théorème 5, 
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( 1 6 ) 

( 17 ) 


*!(«)== 


- = — x = o, 


x«l(a!) = iM =- 


a étant une constante positive. De même, si les fonctions j et î sont telles que 
l’on ait, pour x = æ 0 , 


ou bien 

ou bien encore 


la valeur de 

(j8) 

correspondante à x = x„ , se présentera sous l’une des formes indéterminées 


0°, OO®, 1 

Or, pour obtenir celte valeur, il suffira d’observer qu’on a, en vertu de l’équation (18) , 

1 («) =.!(,) 

Hy) 


0 

II 

>-> 

et 

2 = 0, 

y — °° 

et 

* = 0 , 

y = 1 

et 

Z = zt oc 


s=y\ 



et par suite 

(»9) 

puis de fixer la valeur du rapport 

(20) 


Hy) 


h l’aide des théorèmes 1, 2, 3 ou 4 - Ainsi, par exemple, on déduira immédiatement 
des théorèmes 1 et 5, combinés avec la formule (19) * la proposition suivante. 

5.® Thêorême. Lorsqu'une valeur particulière de l'expression y * se présente sous 

l'une des formes indéterminées o°, 00°, 1 , cette valeur coïncide avec la va-' 

leur correspondante de l'exponentielle 
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_ y'* 1 

yz' 

(•0 

Corollaire i. er Soient y = ({x) et z = x, f(a?) désignant une fonction qui s’é¬ 
vanouisse avec la variable œ." On trouvera , pour une valeur nulle de celte variable. 


(«) 


[f(»)]' = « 


f(x) 


Ainsi, par exemple, on aura, pour x — o , 

( 2 3) x x = e- x = î. 


Corollaire 2. Soient yz=zf(x) et z = —— , f(a;) désignant une fonction dont la va¬ 

leur numérique croisse indéfiniment avec celle de la variable x. On trouvera , pour 

X = 30 , 


(» 4 ) 

puis, en posant f (a?) = x , 

(s5) 





Corollaire 3.* Soient y = x et 2 = F(æ), F(x) désignant une fonction qui acquierre 
une valeur infinie quand la variable x se réduit à l’unité. On aura , pour a; = 1 , 


(26) 


F(x) - 

x — e 


F(x) 

asFq*) 


F(x) 


puis, en posant F (a?) — , 

1 

1 -X 

(»7) * 

Nous ne nous arrêterons point h considérer diverses formes indéterminées que pour¬ 
raient présenter les valeurs particulières des fonctions d’une seule variable, mais que 
l’on réduirait facilement à celles que nous avons considérées, par exemple, les formes 
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! ° t t clc...; et nous terminerons cette Leçon en observant que l’on peut sim- 
plilier, dans plusieurs cas, l’application des théorèmes 1,2, etc... , ü l’aide de quelques 
artifices d’analyse, tels que la décomposition des fonctions en facteurs. Ainsi, l’on aura , 
en vertu du théorème 1.*% et pour x = o , 

1 -cosx _ sinx _ 1 sinx __i_ ^ j 

sinx* axcosx* 2 Cosx* xi 2 


e x -e~ x - ax 

e x +e~ x -2 

_ . 1 


1 =-l 

\e' X +e '*] 

x - sinx 

1 - COS X 

” 2 Î 

[ sin-j-x ! 

1 » 1 

[ cos •— x ; 


etc.... 


* 
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Sur les Dérivées des fonctions qui représentent des quantités infiniment petites. 


Soit /(t) une fonction réelle qui s’évanouisse en même temps que la variable t, 
et prenons cette variable pour base d’un système de quantités infiniment petites. Soit de 
plus a un nombre constant rationnel ou irrationnel. D’après ce qui a été dit dans les 
Préliminaires, f{i) sera un infiniment petit de Yordre a,* si la limite du rapport 

c) 4 1 

est nulle pour toutes les valeurs de r plus petites que a , et infinie pour toutes les 
valeurs de r plus grandes que a. Cela posé, il sera généralement facile de fixer 
l’ordre d’une quantité infiniment petite. Seulement, pour y parvenir, on devra, dans 
certains cas, évaluer des expressions qui se présenteront sous une forme indéterminée, 
à l’aide des principes établis dans la Leçon précédente. Ainsi, par exemple, si l’on con¬ 
sidère le produit 

(2) M(t), 

on reconnaîtra sans peine, i.° que ce produit s’évanouit avec la variable t, aussi 
bien que le produit x a 1 (æ) avec la variable x [voy. la formule (17) de la page 44]î 
2. 0 que le rapport 



s’évanouit pareillement pour des valeurs positives de a — r, et acquiert une valeur 
infinie pour des valeurs positives de r — a . Donc, l’expression (1) sera une quantité 
infiniment petite de l’ordre a. 

De même, puisque la fonction 

(5) * w 

s’évanouit avec t, tandis que le rapport 
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<' 1(0 1(0 - Î — 1(0 


se réduit à zéro pour des valeurs positives de a — r, et à — pour des valeurs po¬ 
sitives de r — a ^ on peut encore affirmer que l’expression (3) est un infiniment petit 
de l’ordre a. On doit en dire autant des produits 

que nous avons déjà considérés à la page 12 des Préliminaires, et que l’on forme en 
multipliant l’expression (2) ou (3) par uu nouveau facteur c‘, qui reçoit la valeur 
finie 1 pour t = o. 

m 

Lorsque , dans l’expression (3), on pose a =0, on obtient le rapport 


qui est une quantité infiniment petite de l’ordre a = o. Effectivement ce rapport 
s’évanouit avec t. Mais, si on le divise par t r , on aura, pour * = 0, 


< r l(0 o 

l’exposant r ayant une valeur positive aussi petite que l’on voudra. 
On reconnaîtrait encore facilement que l’expression 


est une quantité infiniment petite de l’ordre oc . En effet, celte expression s’évanouit 
pour t = o , et si, après l’avoir divisée par t r , on pose 4- = a: , on trouvera, 

pour i = o, ou, ce qui revient au même, pour 33 = 00 [voy. la formule (i3) de 

la page 4^], 


l’exposant r ayant une valeur positive aussi grande que l’on voudra. 
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Concevons à présent que, la fonction. /(t) étant un infiniment petit Je l’ordre a , 
l'on désigne par n le nombre entier égal ou immédiatement supérieur il la constante 
a, le rapport 



sera en général le premier terme de la progression géométrique 


(7) 


m . 


/(O 


Ah 


Ah 


qui cessera de s’évanouir pour t* = o , ou , ce qui revient au même, d’être une quan¬ 
tité infiniment petite. On doit seulement excepter certains cas particuliers dans lesquel* 
la constante a coïncide avec le nombre entier n. En effet, le rapport 


( 8 ) 


Ah ' 

i a 


que l’on déduit de l’expression (i),en posant r = a, peut obtenir, pour *== o, 
comme on l’a remarqué dans les Préliminaires [page 12], une valeur finie ou nulle ou 
infinie. Or, quand ce rapport s’évanouit avec t, et que Ton a d’ailleurs a=n , il 
est clair que l’expression 


(9) 



est le premier terme de la progression (7), qui cesse d’être une quantité infiniment pe¬ 
tite. C’est ce qui aura lieu, par exemple, si l’on prend pour /(t) la faction 


( io ) rfTj * 

dont la valeur devient nulle pour t = o, En résumé, le premier terme de la progres¬ 
sion (7), qui 'cessera de s’évanouir avec t, sera toujours l’une des expre^jjons (6) 
ou (9). Cela posé, si l’on fait converger t vers la limite zéro, et; si l’on a égard 
aux théorèmes 1 et 2 de la Leçon précédente, on trouvera successivement 

lim/(t) = <> N , ** ou 

lim r= lim f'[i) ~ 0 ? f\°) ^ 0 » 
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iü»4a»i*Æ = .. 

<* i. a 


/'(») = o ■ 


b|i = ii„4m. =0 , 

' i.a.3...(n-i) - 


/c*-)( 0 J = o, 


I)onc, ci l’expression (6) ne s’évanouit pas avec i, /« (o) sera la première des quan¬ 
tités 

(”) . /(»)■• /». /», /'"(o), etc..., 

qui obtiendra une râleur differente de zéro. Au contraire, si l'expression (6) s'évanouit 
avec t, la quantité 

( ,si ) /W(o) = 1 . 2 . 3 .. .nlimÆL 

. :_ t T ■ 

sera encore nulle, et l’on aura par suite 

'/# * 

Alors, l’expression (9) ne s’évanouissant pas avec t, /C«+0( 0 ) sera le premier terme 
de-la série (11). qui obtiendra une valeur autre que zéro. En conséquence, on peut 
énoncer la proposition suivante. 

1. Théorème. Désignons par f{i) une quantité infiniment petite , qui soit de 
l ordre a dans le système dont la base est i , et par n le nombre entier égal 
ou immédiatement supérieur à la constante a. Si Cona n > a, ou a étant 
égal à n , le rapport 

m 


n acquiert pas une valeur nulle pour i=z o , 

(>3) /W(i) 

sera la première des fonctions 

M /«. /'(•’). /'(«), /'"Ci), 


etc... 
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qui cessera de s'évanouir avec i. Mais , si l on a n — a , et de plus 



U premier terme de la série (i4) 7tu cessera de s 1 évanouir avec i sera la fonction 
(16) f . / 

Soit maintenant f(a;) une fonction réelle de x, tellement choisie que le rapport 



s'évanouisse pour ï^o. Si l’on considère la variable x comme représentant une 
quantité inliniment petite du premier ordre, f(œ) sera un iniiniment petit d un ordre 
égdl ou supérieur h n; et l’on conclura du i.* r théorème que les fonctions 

f(œ) , f'Oz), f». f c — *>(*) 

s’évanouiront toutes pour cc = o. Par suite le 4-° théorème de la 4** Leçon entraînera 
celui que nous allons énoncer. 

?.• Théorème. Supposons que, les fondions 

î{x), f \x ), f»,... fW(«) • 

étant continues depuis x = o jusqu à X — h, le rapport 



s'évanouisse avec la variable x. Alors, si Ion attribue à x, ou la valeur h, 
ou une valeur comprise entre les limites o , k , on pourra trouver un nombre t 
inférieur à i , et propre à vérifier la formule 

(■») f .(x)= -, T a J 3 - n - f( ' l >(8x). 

Corollaire. Lorsqu’on prend »= i , l’équation (l8) se réduit à 

(19) f(æ) ==®f / (0x). 
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Cette dernière s’accorde avec l équation (10) de la 4.® Leçon, et suppose, i'° que la 
fonction f(æ) s évanouit avec x; 2. 0 que les fonctions f(a?) , f'(a;) restent con¬ 
tinues entre les limites x — 0 , x — h, la fonction dérivée pouvant d’ailleurs admettra 
une valeur infinie ou une solution de continuité pour x = o. Ajoutons que l’on dé¬ 
duit aisément de l’équation (19) les propositions suivantes. 

5 .® ImioRÊME. Soit f (x) une fonctionnelle qui s'évanouisse avec la variable x. 
Si celte fonction et sa dérivée f'(œ) restent continues entre tes limites x — o , 
xz=z h , fi désignant une quantité dont la valeur numérique peut être supposée très- 
petite ,, zéro sera la valeur unique ou l'une des valeurs que prendra le rapport 


(20) 


f(*) 

î\x) 


pour £c = o. 

Démonstration. II suffit évidemment de démontrer le 5 .® théorème dans le cas où 
lu fonction dérivée £\x)~ s’évanouit, en même temps qpc f(æ), pour la valeur 


. f (*) 
• n*) 


nulle 


particulière x=* o; attendu que la valeur coerespondante du rapport 
dans toute autre hypothèse, se présente alors seulement sous la forme indéterminée 
. Or, si I on divise par f'(a;) les deux membres de la formule (19), on en tirera 


(21) 


n*) - 

i\x) f» 


Cela posé, concevons que, f , (o) étant nul, on fusse décroître indéfiniment la valeur 
numérique de x. Comme Qx désigne une quantité comprise entre z<£ro et x , 
convergera plus rapidement que' £\x) vers la. limite zéro; d’où il résulte que 
la fraction 


t '(•*•) 


obtiendra une multitude de valeurs inférieures 5 l’unité, et le pro¬ 
duit x — J. ■ — une multitude de valeurs sensiblement nulles. Donc la limite ou l’uno 

des limites vers lesquelles convergeront ce même produit et le rapport (20) qu’il repré¬ 
sente sera égale à zéro. 

Corollaire i* r Le 3 .® théorème peut être aisément vérifié h l’égard des fonctions 

L .(■?)* ,. . 


. (»*} 


- cosa?, 


Il subsiste dans le cas même où la fonction f(ar) ne reste réelle ou infiniment pefite 
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qu’autaut que l’on attribue h la varhble æ des valeurs infiniment petites affectées 
d’un certain signe; comme il arrive, par exemple, quand on prend pour f( x ) l’une 
des fonctions 

-V -(-) 3 


( 23 ) 


»(*)' 


etc... . 


qui cessent d’être réelles ou infiniment petites, lorsqu’on donne à x des valeurs in¬ 
finiment petites, mais négatives. Enfin ce théorème peut subsister, quoique la fonction 
dérivée f'(aî) devienne discontinue pour x = o. Ainsi, en supposant 

( 2 4 ) f(aî) = œsin — < 

X 

on trouvera que la fonction dérivée 

(® 5 ) . i'(x) =. sin —-— cos — 

xxx 

devient indéterminée, par conséquent discontinue, pour aj = o ; et, si l’on fait alors 
converger x vers la limite zéro, là valeur du rapport (19), tirée des équations (2^ 
et ( 25 ), savoir 

(26) ' f C-*î — ' 


1» 


I - — cot — 


admettra un nombre infini de limites dont l’une sera égale à zéro. 

Corollaire 2.- Supposons que. lu fonction f (x) et ses dérivées successives, jusqu'à 
colle de 1 ordre n— i , étant continues, dans le voisinage de la valeur particulière 
£C = o, les n quantités 


( 2 7 ) 


f (°)» f», f» , ... fC»“O(0) % - 


s’évanouissent; et concevons que la valeur numérique de œ vienne à décroître indé¬ 
finiment. Zéro sera la limite ou l’une des limites vers lesquelles convergera chacun de» 
rapports 


(28) 


Jfr) . ?(*) J» fc«-o( x ) 

*"(•*) ' £"{x) ’ f"'(x) ’ £W(x) ' 


et par conséquent leur produit ou le rapport 



t(*) « 
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On peut en dire autant des expressions 


(3oj 


f '(*) f'M f c*-o(x) 

f (n) (x) ’ ’ ■” ft'O(x) ’ 


que l’on obtient en multipliant lésons par les autres quelques-uns des rapports dont il 
s’agit. 

4** Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le 5.* théorème, zéro sera la 
valeur unique ou l'une des valeurs que prendra le produit 


(3>) xî'(x) 

pour x = o. 

Démonstration. Le produit (3i) s'évanouit évidemment avec la variable x, lorsque 
la fonction dérivée f-(cc) conserve une valeur finie pour x—'o. Si celte même 
fonction devenait infinie pour une valeur nulle de x , alors, en faisant converger x 
vers la limite zéro, on tirerait de l’cqualion (19) multipliée par G 


o = lim [6f (a;)] = lim [0aîf'(O£c)]. 

Donc zéro serait encore la valeur unique ou l’une des valéurs que prendrait le produit 
6 xf (0a?) pour une valeur nulle de Qx , çt par conséquent la valeur unique oli l’une 
des valeurs que prendrait le produit xî'(x) pour a;—o. 

Corollaire. Le 4. e théorème continue de subsister dans le cas où la fonction f (a?) ne 
reste réelle ou infiniment petite qu’aulnnt que l’on attribue à la variable x des valeurs 
infiniment petites affectées d’un certain signe, comme il arrive quand on prend pour 
f(œ) l’une des fonctions (a5). Il peut même subsister dans le cas où la fonction dérivée 
f'(x) devient discontinue pour a? = o. Ainsi, par exemple, si l’on pose 

.* f (x)‘ = acsin — f 

le produit 

Cf/ \ • 1 I 

xf (x) = £csin-cos — , 

x x . 

admettra , pour une valeur nuHe de x, une infinité de valeurs qori seront toutes i-eiir 
fermées entre les limites — 1 , -j- 1 et dont l’une sera égale à zéro. 

5.* Théorème. Soit f( x ) une fonction réelle qui obtienne, pour x~o, une 
valeur finie et déterminée /*(o). Si celte fonction et sa dérivée f\x) restent 
continues entre les limites x = o, af= h , h désignant une quanti.èdinl la va'eur 
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numérique peut être supposée très-petite, zéro sera la valeur unique ou l'une des valeurs 
que prendra le rapport 

(3 a) a:/'(ce) 

pour x = o. 

Démonstration. Pour déduire le théorème 5 du théorème 4 # il suffit évidemment de 
poser 

f (*)=/(*)-/( 0 \: 

On établira encore sans difficulté le théorème dont voici l’énoncé. 

6.* Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le 3.® théorème , considérons 
la variable x comme un infiniment petit du premier ordre, et supposons que le 
rapport 

(33) . xt 'W . . 

f(*) 

se réduise, pour une valeur nulle de x, à une constante déterminée. La fonction 
réelle f(a?) sera une quantité infiniment petite dont l'ordre aura généralement pour 
mesure la constante dont il s'agit. 

Démonstration. Désignons par a l’ordre de la quantité infiniment petite f(j) 
çt faisons de plus 

(34) = ?(*)# OU {(x) = x a <f(x). 


Comme on tirera de l’équation ( 34 ), en différenciant les logarithmes do scs doux mem¬ 
bres , m 


(35) 


f(x) ,(*) ’ 


il suffira, pour établir le 4* e théorème, de prouver que la valeur du rapport 


( 36 ) 


fp) ' 


correspondante h x = o, est généralement nulle, quand elle n’est pas indéterminée. 
On y parviendra effectivement comme il suit. 

La fonction f(æ) étant un infiniment petit de l’ordre* a, la limite du rapport 





(37) • 
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sera nulle * pour des valeurs positives de a — r, et infinie pour des valeurs positives 
de r — a. Donc, si l’on daigne par e un nombre aussi petit que l’on voudra , les 
deux fondions 

( 58 ) 

s’évanouiront en même temps que la variable x. Gela posé, concevons que le rap¬ 
port ( 3 G) se réduise, pour æ=»o t h une constante déterminée c. Si la constante 
c n’est pas nulle, et si d’ailleurs la fonction Ÿ (£c) reste affectée du même signe de¬ 
puis la valeur particulière £0 = 0 jusqu’à une valeur très-voisine x — X, les dé¬ 
rivées des expressions ( 38 ), savoir. 


( 59 ) 


j. 1 \ 

* ' {« 

x<f'(x) ) 


?<*) \ 

fi») i 


se réduiront constamment, pour de très-petites valeurs numériques de x et de *, 
à des quantités affectées des mêmes signes que les produits 




f( x ) 


Supposons maintenant la quantité X asse? rapprochée de 2éro pour que les fonctions 
( 58 ) et (3q), dont les deux dernières deviennent infinies quand x s’évanouit, restent 
finies et continues entre les limites x = o , x = X . Il existera entue ces limites [yoy. 
le corollaire i. er du 2.® théorème de la 4 * e Leçon] une valeur de x pour laquelle le 
rapport dés expression^ (39), .c’est-à-dire le produit 



*<?'(*) 

?(*) 

*?'(*) 

? (x) 


[?(x)]‘ 


sera équivalent qu rapport des quantités 


c’est-à-dire à l’expression 


X%(X) f 


x ( 

t(X} ’ 


CfW3». 


On pourra donc assigner à X et à x des valeurs numériques très-petites, et pro¬ 
pres à vérifier l’équation 
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(4o) 


« + 


*f' (*) 

t(«) _{?(*))■. 

x<?'(x) ( ?(*) ) 

<f(x) 


puis on en conclura , en faisant converger X vers la limite zéro. 


s + c ( f(X) 

-= lim 


?(*) 


> o. 


Or, cette dernière condition ne peut être satisfaite, quèlle que que soit la petitesse du 
nombre «, tant qu’on suppose la constante c différente de zéro. Donc , puisque s 
peut décroître indéfiniment, cette constante ou la limite du rapport ( 36 ) sera nécessaire¬ 
ment nulle. En conséquence on tirera généralement de l’équation ( 35 ) 


(40 


lim 


xt'{x) 


= a. 


Cette dernière formule comprend le théorème qu’il s’agissait de démontrer. 

Corollaire i er . Le 6.® théorème peut être aisément vérifié à l’égard des fonctions 


x a , x n e x , x a e~ x , etc.... 

qui sont toutes de l’ordre a. Ce théorème subsiste, dans le cas même où la fonction 
f (œ) ne reste réelle ou infiniment petite, qu’autant que l’on attribue h la variable x 
des valeurs affectées d’un certain signç; comme il arrive, par exemple, quand on prend 
pour f(£c) l’une des fonctions 

—i—, x\ x a \lx) , TT-r » x a \\(x) , e *, xe , etc... 

1(«) U») 

qui sont la première de l’ordre zéro, la seconde de l’ordre 7, la troisième, la qua¬ 
trième et la cinquième de l’ordre a, les deux suivantes d’un ordre infini, etc.... 

Corollaire 2.® Si, la fonction réelle f(aî) étant infiniment petite et de l’ordre a, 
la valeur numérique et le signe du rapport 


( 54 ) 




(æ) 


devenaient indéterminés pour £C = o, on ne pourrait plus choisir X de manière 
que ce rapport ne changeât pas de signe entre les limites x = o , x~X ; et l’ex¬ 
pression v 
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( 33 ) 


xî'[x) 

~wr 


ne sc réduirait plus nécessairement au nombre a pour une valeur nulle de la va¬ 
riable x. Ainsi, par exemple, si l’on prend 


( 42 ) 

on trouvera 

( 43 ) 


f(a?) = £csin — , 


( 44 ) 


xV{x) 

ï(x) 


: 1-COt- . 


Or, si l’on fait converger x vers la limite zéro , le second membre de l’équalion ( 44 ) 
convergera vers une infinité de limites distinctes , et non pas seulement vers la limite i. 

Si la fonction f(x) devenait imaginaire, il pourrait arriver qu’aucune des valeurs 
de l’expression ( 33 ), correspondantes à æ = o , ne se réduisît à la constante a. Sup¬ 
posons , pour fixer les idées, 

, i\ ~V- 

( 45 ) (cos — 4-v/-isin~-j 

f(aî) sera un infiniment petit de l'ordre a, et l’on trouvera 


( 46 ) 


xt'(x) i 


Or, il est clair que l’expression ( 46 ) acquerra nécessairement une valeur infinie pour 
une valeur nulle de x. 

Les quantités infiniment petites,-dont les ordres se réduisent h des nombres entiers, 
offrent quelques propriétés dignes de remarque, qui se déduisent immédiatement de la 
formule (12), et sont renfermées dans les propositions suivantes. 

7.® Théorêmp.. Soient f[i) une quantité infiniment petite , prise dans le système 
dont la base est i , et (0) le premier terme de la série (11) qui ne s'évanouisse 

pas. Supposons (Vailleurs que ce terme obtienne une valeur déterminée qui dtffère de 
zéro. Le rapport 

m 


sera , pour de très-petites valeurs numériques de i, affecté du même signe que la 
quantité 
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8 . c Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le 7.* théorème, si n est 
un nombre pair, la fonction f(i) sera, pour de très-petites valeurs numériques de 
i , constamment affectée du même signe que la quantité f<”> (o). 

Exemple. Si l’on prend 

/(i)=e‘— 2 C 0 st + c“‘, 

on trouvera 

/( o) = o, /'( o)=o, /»= 4« 

Ainsi, l’on aura , dans le cas présent, 

71=2, = /"( 0 ) > 0. 

Donc, en vertu du 8 .® théorème, la fonction 

e 1 — 2 cos i + e~‘ 

sera constamment positive pour de très-petites valeurs numériques de i. 

9. * Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le 7.* théorème, si le nombre 

n est impair, la fonction ,f{i) changera de signe, en passant par zéro, avec la 
variable i. Alors la variable et la fonction dont il s'agit seront, pour de très-petites 
valeurs de i , affectées du même signe, si la quantité o) est positive, et 

affectées de signes contraires, si la quantité o) devient négative. 

Exemple. Si l’on prend 

f(i) = e‘ — 2 sin i — e”‘, 

on trouvera 

/( °) = o, /'( o) = o, /» = o, /'"( o)=4. 

Ainsi, l’on aura, dans le cas présent, 

71 = 3, /W(o)=/'"(o) > o. 

Donc, en vertu du 9.* théorème, la fonction 

e‘ — 2sint — e"‘ 

sera , pour de très-petites valeurs numériques de la variable t, affectée du même signe 
que cette variable. 
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SEPTIÈME LEÇON. 

Sur les maxima et les minima des fonctions réelles d'une seule variable. 


Lorsqu’une valeur particulière de la fonction /(a;) est réelle et surpasse toutes les 
valeurs àéelles voisines , c’est-à-dire, toutes celles qu’on obtiendrait en faisant varier x 
en plus ou en moins d’une quantité très-petite; cette valeur particulière de la fonction 
est ce qu’on appelle un maximum. 

Lorsqu’une valeur particulière de la fonction f(x) est réelle et inférieure à toutes 
les valeurs réelles voisines, elle prend le nom de minimum . 

Cela posé, il résulte évidemment de ce qui a été dit dans la 4.* Leçon [voy. le corol¬ 
laire i. cr du 1." théorème] que, si les deux fonctions /(ce), /'(æ). sont continues 
dans le voisinage d’une valeur donnée de la variable x , celte valeur ne pourra pro¬ 
duire un maximum ou un minimum de /(ce) qu’en faisant évanouir x) . En 
partant de cette remarque, on résoudra facilement la question suivante. 

Problème. Trouver les maxima et les minima d'une fonction réelle de la seule va¬ 
riable x. 

Solution. Soit /( x) la fonction proposée. On cherchera d’abord les valeurs de x , 
pour lesquelles la fonction cesse d’être continue. A chacune de ces valeurs, s’il en existe, 
correspondra une valeur de la fonction elle-même, qui sera ordinairement ou une quan¬ 
tité infinie, ou un maximum, ou un minimum. 

On cherchera, en second lieu, les racines de l’équation 

( 1 ) /'(*) = o- 

avec les valeurs de x qui rendent la fonction f‘{ x ) discontinue, el parmi lesquelle* 
on doit placer au premier rang celles que l’on déduit de la formule 

(*) /'(»)=*»» ou 7 r7 ^f =0- 

Soit x = x. une de ces racines ou une de ces valeurs. La valeur correspondante de 
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f{x), savoir f(x 0 ), sera un maximum , si, dans le voisinage de x = x 0 , la 

fonction dérivée f'{x) est positive pour x < x 0 , et négative pour x > x 0 . Au 

contraire, f{x 0 ) sera un minimum, si la fonction dérivée f{x) est négative pour 
x<x ot et positive pour æ>a? 0 . Enfin, si, dans le voisinage de x = x ot la 

fonction dérivée f'(x) était constamment positive ou constamment négative, la 

quantité f(x 0 ) ne serait plus ni un maximum, ni un minimum. 


Exemples. Les trois fonctions 

(3) 


X\{X) ,■ 


qui deviennent discontinues, en passant du réel h l'imaginaire, tandis que la variable 
x diminue et passe par zéro, obtiennent, pour x = o, une valeur nulle qui re¬ 
présente un minimum de la première, et un maximum de chacune des deux autres- 

Les deux fonctions 

( 4 ) 

dont les dérivées, savoir 

( 5 ) 



passent du négatif au positif, en se réduisant à zéro ou à l’infini, tandis que la variable 
x s’évanouit en passant du positif au négatif, ont l’une et l’autre zéro pour valeur 
minimum. Quant aux deux fonctions 

(6) ar 5 , x 7 


dont les dérivées 

(7) 5x ’■ ~~ï 

3 *' 


deviennent encore nulles ou infinies pour x = x ot mais restent positives pour toute 
autre valeur de x , elles n’admettent ni maximum , ni minimum . 


La fonction 

(8) x* -f px + v 

reste continue, ainsi que sa dérivée, pour toutes les valeurs possibles de x. Mais 
cette dérivée, savoir 

(9) 


2 x 4 rp- 
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1 1 . a 
s'évanouit pour x =;. — — p , et devient négative pour x <-- p , positive 

pour x >_— p. Ou doit en conclure que la fonction (8) admet une valeur mini¬ 
mum correspondante à x = -— p. va ^ eur 1 minimum est 

(,o) 

ce qu’on vérifie sans peine en observant que la fonction dont il s’agit peut être présentée 
sous la forme 

(,.) (*+ t p ) +q ~j p '’ 

et qu’en conséquence elle surpasse toujours <7--p’. quand x diffère de -p. 

Désignons maintenant par A un nombre supérieur à l’unité, et par L(a?) le lo¬ 
garithme de x, pris dans le système dont la base est A. La fonction 

A• 

(»») “ 
aura pour dérivée 

<‘*y *î : 

et, comme cette dérivée est négative, nulle ou positive, pour une valeur de x su¬ 
périeure à zéro, suivant que l’on suppose x < L(e) , x = L(e), ou x > L(e) , il 
en résulte que la fonction (12) acquerra , pour x = L(e), la valeur minimum 

04 ) 

Au contraire, la fonction 

0*) 

dont la dérivée, savoir 

(16) 

est positive, nulle ou négative, pour une valeur de x supérieure à zéro , suivant que 


e 

w 

L 0Q t 

X 

4 [L(e) - L(z)], 

X 
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l’on suppose i < e, ce = e, ou cc > e, acquerra , pour 
mum 


(•7) * 

Considérons enfin la fonction 

LÇr) 

e 

(18) 

x a e ~ x . 

Comme sa dérivée, savoir. 

1 a 

(» 9 ) 

® * U" 
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x = e, la valeur maxi- 


sera positive, nulle ou négative, pour une valeur de x plus grande que zéro, suivant 
que l’on supposera x < a, x = a, cd > a ; on peut affirmer que la fonction (18) 
acquerra , pour x = a , la valeur maximum 


(20) a a e~ a . 

Lorsqu’afin d’obtenir les valeurs de x, qui fournissent des maxima. ou des minima 
de la fonction f[x) , sans rendre cette fonction ou sa dérivée f\ a?) discontinue, 
on a déterminé les racines réelles de l’équation (1), alors, pour décider si chacune de 
ces racines produit un maximum ou un minimum do f{x) t il suflit ordinairement 
de considérer la fonction dérivée du second ordre. En effet, soit x Q l’une des racines 
dont il s’agit, et supposons que la valeur correspondante de f u [x) se réduise à une 
quantité finie. A la racine x 0 répondra un minimum de f{x), si la fonction f'{x) 
passe du négatif au positif, en devenant nulle pour x = x Q ; c’est-à-dire, en d’autres 
termes, si la fonction f'{x) croît avec la variable x dans le voisinage de la valeur 
particulière x = x 0 . Or, cette dernière condition sera remplie [voy. le 1.” théorème 
de la 4 *® Leçon], si la dérivée de f'[x), savoir f"[x), est toujours positive ou 
nulle pour des valeurs de x très-peu différentes de x a ; par conséquent, si la 
quantité f"{x„) offre une valeur finie et positive , ou bien une valeur nulle, mais qui 
représente un minimum de Au contraire, f[x 0 ) sera un maximum de 

f{x) , si, f'{x<>) étant nulle, la fonction f '(x )- i diminue pour des valeurs crois¬ 
santes de ce, dans le voisinage de la valeur particulière x = x 0 ; ce qui aura lieu 
[en vertu du théorème déjà cité], si la quantité f u (x 0 ) offre une valeur finie et néga¬ 
tive, ou bien une valeur nulle, mais une qui représente un maximum de J u {x). On 
peut donc énoncer les propositions suivantes. 

i. er Théorème. Pour qu une valeur de x propre à vérifier ['équation 

(0 /'(*) = 0 

produise un minimum de la fonction f{x) , il sera nécessaire , et il suffira , si la va- 
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leur correspondante de f'{x) est une quantité finie et déterminée , que cette quan¬ 
tité soit positive, ou quêtant nulle elle représente un minimum de f"{x). 

Exemple. Si l’on prend 

/«=■£• 

on trouvera 

/•<*> = { W)-^] f ' [x) + ^ f[x) 

Donc alors la valeur œ = L («), qui fera évanouir f\x), réduira la dérivée f\x) 
à la quantité positive 

1 r, s _ A * _ e 

—ifte)— x 3 — [ L (.)]> ’ 

A* 

et produira un minimum de la fonction proposée —— 


Soit encore 

On trouvera 


f[x) = e x —2C0sce 
f'(x)‘= e x — 2 sin x — e ~ x , 


f\x) = e x -f- a coscc -f- e~ x . 

Donc alors la valeur x — o, qui fera évanouir f{x) et f'{x) » réduira la dérivée 
f{x) à la quantité positive 1 2 -|- 1 = 4 i e* zéro sera la valeur minimum de la 

fonction proposée. m 

2.* Théorème. Pour qu une valeur de x propre à vérifier Céquation (i) produise 
un maximum de la fonction f{x) • H sera nécessaire, et il suffira, si la valeur cor 
respondante de f*[x) est une quantité finie et déterminée, que cette quantité soit 
négative, ou quêtant nulle elle représente un maximum de f (*)• 

Exemple. Si l’on prend 

f(x)—x a e- x , 

on trouvera 
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/'(*) (i ~')=[~- •) m. 

' =(|->)V(x ) -^/w- 

Donc alors la valeur x = a, qui fera évanouir la dérivée /'(a?) » réduira la dérivée 
f"(x) h la quantité négative 

-— f{x) —— ax a ~'e~ x =— a a ~ t e~ a , 

et produira un maximum de la fonction proposée x a e~ Jc . 

Concevons maintenant que, pour une valeur x a de x , propre à vérifier l’équation 
(i), sans rendre la fonction fin) discontinue, plusieurs termes consécutifs pris dans 
la suite des fonctions dérivées 

( 21 ) /'(«). f\x) , 

s’évanouissent. Désignons par fW (as) le premier de ceux qui ne s’évanouissent pas, et 
supposons que / (, °(cc 0 ) soit une quantité finie et déterminée. Pour que f[x 0 ) soit 
une valeur minimum ou maximum de f (œ), il sera nécessaire [en vertu des théo¬ 
rèmes 1 et 2] que f"{& „) = o soit une valeur minimum ou maximum de • 

Par suite, la première des quantités 

(22) /"'(»•) » /"(«.) 

devra se réduire h zéro, et la seconde à une quantité positive ou négative, ou bien à une 
quantité nulle , mais qui représente un minimum ou un maximum de J ”(*)• Dans 
les deux premiers cas, on aura n = 4 - Dans le troisième, on conclura encore des 
théorèmes 1 et 2 que la première des deux quantités 

(t3) /’<*•)/ / T *(® o) 

doit se réduire à zéro, et la seconde h une quantité positive ou négative, ou bien à une 
quantité nulle, mais qui représente un minimum ou un maximum de f~"(x). Si la 
seconde des quantités ( 25 ) diffère de zéro, on aura évidemment n-= 6 . En conti¬ 
nuant de la même manière, on finira par reconnaître, i.° que, si la valeur x = x a 

9 * 
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produit un minimum de la fonction f(x), n sera un nombre pair, et f^[x 0 ) 
une quantité positive; 2. 0 que, si la valeur x = x 0 produit un maximum de la même 
fonction, n sera toujours un nombre pair, la quantité f w [oc 0 ) étant négative. En 
conséquence, on peut joindre aux théorèmes 1 et 2 celui que nous allons énoncer. 

3.® Thêorême. Lorsqu'une valeur particulière de x , dans le voisinage de laquelle 
la fonction f[x ) reste continue, fait évanouir les dérivées de f[x ) dont l'ordre est 
inférieur à n, et réduit la dérivée de l'ordre n à une quantité finie et déterminée , 
la valeur correspondante de f[x) ne peut être un maximum ou un minimum , que 
dans le cas où la lettre n désigne un nombre pair. Dans ce même cas , la fonction 
f[x) deviendra un minimum, si la valeur de f^(x) est positive , et un maxi¬ 
mum , st /« Dd/ettr / w (*) est négative. 

Exemple. Si l’on prend 

f(x) = e x 2Cosa:-f- e~ x . 


ou trouvera 


f\x) =e x — 2sinæ — e 




f"(x) =e x — 2 costc -f* e ~ x , 


f"\ a?) = e x 4- 2 sina? — e~ x , 

f”(a 3) = e x + 2cosœ + = f{x). 

Donc alors la valeur 35 = 0, qui fera évanouir les fonctions dérivées 

/'(*) » f“( x ) » /"'(*) > 

réduira la dérivée /'"(a?) à la quantité positive 1 —f- 2 -f- 1 = 4 î et par suite la valeur 
correspondante de la fonction proposée y’(x) , ou le nombre 4» sera un minimum de 
cette fonction. 

Le 3 .® théorème pourrait se déduire directement de la formule (*9) [ 4 *° Leçon]. En 
effet, pour qu’une valeur particulière de f{&), telle que f[x 0 ), soit un minimum, 
il est nécessaire, et il suffit, qu’elle soit surpassée par toutes les valeurs réelles voisines 
ou de la forme f{x 0 4-0 , i désignant une quantité infiniment petite, c’est-à-dire, 
en d’autres termes, que la différence 

0 * 4 ) /(*. + <)-/(».) 

reste positive, quand elle est réelle, pour de très-petites valeurs numériques de la quantité 
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t, et quel que soit d’ailleurs le signe de cette quantité. De même, ponr que f[x 0 ) 
soit un maximum de f[x ), il est nécessaire, et il suffit, que les valeurs réelles 
de la différence (24)» qui correspondent h des valeurs de i très-rapprochées de 
zéro, soient constamment négatives. Gela posé, si, la fonction f[x ) étant con¬ 
tinue dans le voisinage de la valeur particulière icr=x Xii les dérivées de f{x) , 
d’un ordre inférieur ou égal ît n, se réduisent, pour x — x oy les premières à 
zéro, la dernière h une quantité finie et déterminée, positive ou négative ; alors, en at¬ 
tribuant à t une très-petite valeur numérique, et désignant par 0 un nombre infé¬ 
rieur à l’unité, on aura [en vertu de la formule (19) de la 4 * c Leçon] 
ê 

(>S) • /(*. + «■) - /(*.) = — / 00 (*. + »*•)• 


Or, il résulte évidemment de 1 équation ( 25 ) que, pour de très-petites valeurs numéri¬ 
ques de t, la différence (24) sera une quantité affectée du même signe que le produit 

(*€) iV w W* 

Par conséquent, si n est irti nombre pair, cette différence changera de signe avec t, 
et la quantité f(x 0 ) ne pourra être ni un maximum ni un minimum de f(x). Au 
contraire, si n est un nombre pair, la différence (24) . en s’approchant de zéro, res¬ 
tera, comme le produit (26), et quel que soit le signe de t, constamùient positive 
ou constamment négative, suivant que le second facteur du produit en question, sa¬ 
voir f w (x o), sera lui-même positif ou négatif. Donc alors f[x 0 ) sera un maxi¬ 
mum ou un minimum de f{x), suivant que la quantité fS n ) {x 0 ) sera positive ou 
négative. Il est bon d’observer qu’on pourrait encore établir le 3 .* théorème en rem¬ 
plaçant , dans les théorèmes 7, 8, 9 de la Leçon précédente, la quantité infiniment pe¬ 
tite f(i) par la quantité infiniment petite /-(re- 0 -f- t) —- f[x 0 ). 


Nous remarquerons, en terminant cette Leçon, que, si l’on désigne par y la 
fonction f{x ), les différents termes de la série (21) sé présenteront sous la forme 


(27) 


dj d'y d'y 

dx ’ dx' * dx 3 * 


Alors l’équation (1) deviendra 

(28) dy = o. 

De plus, on peut évidemment affirmer, i.° que, si 


dn y 

dx n 


= / W (®) 
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représente le premier terme de la série ( 25 ), qui obtienne, pour x = x 0 , une valeur 
différente de zéro, d n y sera le premier terme qui remplira la même condition dans 
la série des différentielles 

(29) dy, d'y, d'y, etc...; 

2. 0 que, si n est un nombre pair, la différentielle 


d n y = f<">(x) dx n 


sera constamment affectée du même signe que la fonction dérivée (ce). Cela posé, 
il est clair qu’on pourra substituer au 3 .* théorème la proposition suivante. 


4«® Théorème. Soit yz=zf(x) une fonction donnée de la variable x. Pour dé¬ 
cider si une racine de Céquation (28) produit un maximum ou un minimum de la fonc¬ 
tion proposée, il suffira ordinairement de calculer les valeurs de d'y , d'y, d^y,... 
correspondantes à cette racine. Si la valeur de d'y est positive ou négative, la 
valeur de y sera un minimum dans le premier cas, un maximum dans le second. Si 
la valeur de d'y se réduit à zéro, on devra chercher parmi les différentielles d'y, 
d^y, .... la première qui ne s'évanouira pas. Désignons celle-ci par d n y. Si n 
est un nombre impaiç, la valeur de y ne sera ni un maximum, ni un minimum. 
Si, au contraire, n est un nombre pair, la valeur de y sera un minimum toutes 
les fois que la différentielle d n y sera positive, et un maximum toutes les fois que la 
différentielle d n y sera négative . 

Nota. Il faut admettre, pour le 4 - # théorème, comme pour le 3 .*, que la fonction 
dérivée 


d n y 


conserve une valeur non - seulement finie , mais encore déterminée pour x = x 0 , et 
par conséquent, que cette dérivée reste continue, ainsi que les fonctions 

y» y’, y\ ••• y <m ~'K 


dans le voisinage de la valeur particulière x 0 attribuée à la variable x. 
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Développement d'une fonction réelle de x suivant les puissances ascendantes et en¬ 
tières de la variable x, ou de la différence x — a, dans laquelle a désigne 
une valeur particulière de celte variable. 


Lorsque, la fonction f(x) étant réell<^et continue, avec ses dérivées d’un ordre in¬ 
férieur ou égal h n, depuis x = o jusqu’à oo = h, le rapport 

,. n» 

(') -^r 

s’évanouit en meme temps que la variable x; alors, en supposant celte variable ren¬ 
fermée entre les limites o, h, on peut, comme on l’a fait voir dans la 6.® Leçon 
[page 5i], trouver un nombre 0 inférieur à 1 , et propre à vérifier la formule 

<■> 

Or, ce principe fournit un moyen très-simple de développer les fonctions réelles d’une 
seule variable x suivant les puissances ascendantes et entières de cette variable, ainsi 
qu’on va le montrer en peu de mots. 

Soit f{x) une fonction réelle de x qui conserve une valeur finie, aussi bieu 
que se9 dérivées d’un ordre inférieur ou égal à n, pour une valeur nulle de x; 
et supposons d’ailleurs que les fonctions 

(3) /(x) , /'(x) . /'(x) , ... /«(x) 

restent réelles et continues depuis cc = o jusqu’à x — h. On tirera successivement 
de l’équation (2) , 

i.° en posant f(#)=/’(*)—/(°) » et n=i, 

(4) /(*) — /(o) z=xf'(Qx) . 
puis, en posant /'(æ) == f'{° ) * 4 " P * 
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f{x)-f{o)-xf'(o) . 


posant «f (ce) = /( x) — /(o).— ce/'(o) , et n = 2 , 


/(*) - /(o) - */'(<>) = — /'( e *). 


puis, en posant /'(Scc) = f"[°) 4" (? * 


/(*) - /(o) " */'(°) * 77 /*(°) 


3. 8 en posant f(a;)=/(a;)— /(o)—£c/'(o)— -—/''(o) » et n — 3, 
(6) /(») — /(o) — */'(<>) — /"(o) = -^3-/'"( e *) » 

puis , en posant /'"(ôar) — f"'(p) 4“ R * 

, /(«)-/(*)-/'(•) - tt/'W" rxr/"» 


etc.... En continuant de la même manière, et observant que les fonctions 


— «• TTs"’ etc " 

s’évannaissent toutes avec x , on établira définitivement 1 équation 

(7) /<«) -/(») -•/'(«) - 7; /"(o) - - ,^ 3 .,~(n- Tr /C ' , ~ 1 ^ 0) = TZXT /W (9a!) ’ 

OU 

(8) . /(*)•= /(“)+ f/'(p)+” + 77^7r /( " _0(u) + li /< ' 0(6lc) - 

Il suit de la formule (8) que la fonction réelle /(*) peut être considérée comme 
composée d’une fonction entière de x , savoir 

( 9 ) /(o)+T /'W+7Î /»+- + /c ""° (0) ’ 
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el d’un reste, savoir 

( ,0 ) ,.,.5...» 


Si, dans la même formule, on pose successivement n= i , n = 2 , n= 3, etc..., 
on obtiendra les équations 

(.1) =/(O)+*/'(«»), 

(>*) /(«) = /(*)+/'(») +77/'(•»)•. 

(■3) /(*)=/(») + »/'(.) + ^-/‘(o) +~ 3 /'"(**), 

etc.... • 

qui coïncident avec les formules (4) , (5), (6), etc.... 

Exemples. Concevons que l’on désigne par p une quantité constante, et que l’on 
prenne successivement pour f{x) les fonctions réelles 

e x , cosæ, sinar, 

(>+«)'■. 

qui restent continues , avec leurs dérivées des divers ordres, les trois premières quel que 
soit x, et les deux dernières, quand 1 -J- x est positif. On trouvera, pour les va¬ 
leurs de fW(x) relatives à ces mêmes fonctions , 



(*((*—*)((*—*)••• (c—»+ >)(> +*)'*■". (—1)“ 

et pour les valeurs correspondantes de f w ( o) 


i)(i*— »)••• ((*—»+>)>■ 


(-O—(«-•)• 


En conséquence, la formule (8) donnera, pour des valeurs réelles quelconques de la va¬ 
riable x „ 


7* 
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x x * 

(i 4 ) e x =i + — + — + • 


1.2.3... (n-i) 1.2.3...» 


a?» x 4 ar n “ x 

(i 5 ) cosa;=i-+-— +••• +-■=—,— 

' ' 1.2 1.2. 3.4 1.2.3. .(n-^i 

_ . x 3 a? 5 a?" -1 

v ' j. 2 .5 i. 2 .3.4*5 i.a.o..(n-ij 

et, pour des valeurs de x supérieures à — 1, 

(17) (1+x)'*—1) " +i) 


s ( 9 * + t) 

(n^ + _f!_ sin ( |JC -V 

^ 2 i.a. 3 ..n \ 2 y 


(n-i)ir a;" 

--- cos-- — + —=—< 

,(n-i) 2 1.2.3..n 

. (n-l)ir x n 
sin ---- s,n 


1.2.3...» v 


a?* a ? 3 , a?""~‘ 1 / a; \ * 

(>*) = • 

Si, dans les formules (i 5 ) et (16), on prend pour n un nombre pair, elles se rédui¬ 
ront à 

(iq) COS CE = 1 ' —— + —— . 

' 1.2 1. 2 . 3.4 


1.2.3...(»-2) 1.2.3...7» 


COS 0 X , 


X X -U w 

t JiO) Sin X ’ 1 — ' rr 4 * * * ‘ rr / \ I I O ^ T1 

V • 1.2.3 1 . 2 . 34.5 1.2.3... (n- 1 ) 1.2.3...» 

On trouverait de même, en prenant pour n un nombre impair, 

** 


sin 0 a: . 


x 

( 21 ) cosæ = 1 -+ ■ 


_ x _ zzi ---sin Occ , 

2 ^ 1.2.3.4 1.2.3...(»-l) 1.2.3...» 

T 3 x s x n ~~* & n 

(22) «“* = *-7^3+, .2.3.4.5““ ,,::fc 1.2.3... (n-V)' ^ 1.2.3...» C0S ®' 

Si l’on fait en particulier n = 1, on tirera des formules précédentes 

. x « . 1 - rnç t sin# 

( 23 ) —= e 0x , (24) -= sin 9 x, (î 5 ) —^- = cosOx, 

l(i + aQ __ 1 


(.6) (,+..)-, 


(*7) 


è 
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Si l’on fait, au contraire, n = 2 , on trouvera 
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(28) 

(*9) 

( 3 °) 

(50 

( 32 ) 


C x = 1 “1“ X *4“ - 


COS£C= 1 —-* COSOx, 

1.2 


(i+a:)*=i + F» + + ( >x) l ‘-'- 

' ('+*) = *-T (tTït)’’ 


Supposons encore 


f{x) = arctanga;. 


On aura clans cette hypothèse 

f ix) x + x * 2 [ \-X\/~l 

/«w=(V-)"- '• a ' 5 " a (n ' -}( t^v 7 t)"“( 

/« (•) = j, _ (-.)■ j (V C)'—. 


et par suite # 

n — 1 

/<*>(o) = o, . ou /0$(o)=a(-—l) 3 1.2.3... (n — l) , 

suivant que l’on prendra, pour n, un nombre pair ou un nombre impair. Cela posé, 
la formule (8) donnera, pour des valeurs réelles quelconques de la variable x , mai» 
pour des valeurs paires du nombre entier n, 

*3 *5 s»-* g» +o*yr,)— 

(35) arctangai — »—+y — n 2 ^ 


et, pour des valeurs impaires de n , 


10 
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( 34 ) arctangæ = 


, a ? 5 x n ~ 1 x n (x-Qx\/“i) "+(i + 9 a;^/ri) n 

f+t—" ± —=F r-;- 


Lorsque la fonction /'(ai) est entière et du degré n, sa différentielle de l’ordre 
n, et par suite sa dérivée de l’ordre n se réduisent à des quantités constantes [voy. 
la 3 .* Leçon, page 5 i]. On a donc alors 

( 35 ) fW{Bx) = f< n >{o) , 


et l’on tire de la formule ( 8 ) 


( 36 ) f(x) = /(o) + ± /'(o) + fl /'(o) +.. + 


i. 2 . 3 ..(n-i) 


■/ e -°w+ 


1 . 2 . 3 ..n 


/ w (o). 


Il est facile de vérifier cette conclusion, et d’établir directement l’équation ( 36 ), dans 
le cas même où la fonction f{a. j) cesse d’être réelle ainsi que la variable x. En 
effet, soit 

(37) y’(sc) =a„4- a t x-\-a*x' 4“ ••• 


une fonction entière du degré n . En différenciant n fois de suite l’équation ( 3 y) , 
a trouvera 


( 38 ) 


/'(*) = ï.a 0 2a t x - 1 - ... -f- na n x*-*, 
f\x ) = 1.2.a, 4 * ... 4- (n— i)na n x"- % t 
etc.... 

f (n >{x) == 1. 2.5... (n— 1) na„. 


Or, si l’on pose, dans ces diverses formulet, x = o , on en tirera 

( 3 q) a 0 = f{o), «. = y /'(o) » <*,=-—-/» > — <*n= — a * 5 ^ / w (o) ; 

puis, en substituant les valeurs précédentes de a 0 , a,,... a* dans l’équation (37), 
on reproduira évidemment la formule ( 36 ). 

Exemple. Soit f(x) = (1 4 "®)"* Oa obtiendra la formule connue 


( 4 «) (. + *)« = . + + + !•—+«.. 

» 1.2 J . 2.3 » 

Concevons maintenant que, la lettre désignant une valeur particulière de la variable 


HUITIÈME LEÇON. 7* 

x, la fonction f(x), entière, ou non entière, conserve, pour x = a, une valeur finie, 
aussi Lien que ses dérivées d’un ordre inférieur ou égal à n; et supposons d’ailleurs 
que les fonctions (3) restent réelles et continues depuis x == a jusqu’à x = a 4 - 
Alors , si l’on fait 

(4,) x = a + z, et (4s) ^( 2 )==/(a + *)» 


on trouvera 

F'(i) = /'(« + *), F‘{z) = /'(« + *) . - = / w (« + *). 

F’(o) — fia), ' J’» =/» . . /?W(o) = / w («). 

el l’on conclura de la formule (8), pour des valeurs de z comprises entre les limites 
o. A, 


( 45 ) F(,)=F(o) + f F'(o)+ilF"(o)+.. + + TX 53 r FW(C,)> 


ou, ce qui revient au même. 


( 44 ) /(.)=,(.) 


(*-«)” 


Par conséquent, dans l’hypothèse admise, on peut trouver un nombre e inférieur à 
î, et propre à vérifier la formule (44) » lant Si 116 l a variable x demeure comprise 

entre les limites *==.<*, x = a + h. En vertu de la même formule, la fonction 
f{x) peut alors être considérée comme composée de la fonction entière 


( 45 ) /(«) + *£/» + ^« ’ 

qui se trouve ordonnée suivant les puissances ascendantes de x — a , et d’un reste 
représenté par le produit 


.( 46 ) 


■ (J V — + 


Si, dans la formule ( 44 ), on pose successivement n — i , n = 2 , etc...., on ob~ 
tiendra les équations 


(4 7 ) f{x) = f{a) + (* — a) /' [a + 0 {x — a)] , 

(48) /(x) = /(«) + (x - a) /'(o) + /* [a + « (x - «)], 


» 



?6 


CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


(4 9 )’ /(«) = /(«) + (x-a) /'(a) + /'(a) + +4(2 - a)J, 

etc.... 

Exemples. Concevons que l’on désigne par p une quantité constante, et que l’on 
prenne successivement pour y (ce) 'les deux fonctions réelles 

x *S l(x), 

qui restent continues, avec leurs dérivées des divers ordre^s, tant que l’on attribue à la 
variable æ une valeur positive et finie. On^Muvera, pour les valeurs générales de 
f (n) (x ), relatives à ces deux fonctions. 


f*(f*—0(f*— 2 ) ••• (f *— ,n 4- x ) x/l *> C—0" 




En conséquence, la formule^) donnera , pour des valeurs positives de la variable a:, 
( 5 o) 




(50 


I. 2. 5 ... n 


< *t(“ 


a + 0(a:-a) 

On arriverait aux mêmes résultats, en remplaçant dans les formules (17) et (18) la va- 

X 

riable x par la différence —-1. 

Si l’on fait en particulier n=i , on tirera des formules ( 5 o) et ( 5 i) 

(5a) = —«) C fl 4“ ® 0* ““ > 


( 53 ) 


(î)-- 


+ 9(x-a) 


Il est souvent utile de substituer aux expressions (10) et ( 46 ) d’autres expression» équi 
valentes. On peut y parvenir comme il suit. 
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Supposons que, dans l’équation ( 44 ) , on regarde la quantité œ comme constante, 
la quantité a comme variable; et désignons par ?(a) ce que devient alors l’ex¬ 
pression (46) considérée comme fonction de a , en sorte qu’on ail 

(54) /(*)=/(«)+^r/'(«) ••• /c ""° (rt)+T w • 

On conclura de la formule (47) * en y remplaçant la lettre / par la lettre f , 

(55) ? (a) = «p (cd) — (« — a) ?'[« + 0 (as — a)]. 

D’ailleurs on tirera évidemment de l’équation ( 54 ) et de cette même équation différenciée 
par rapport à la quantité a 

( 56 ) ?(æ) = o, • 


^)=—rS^) /W(a)i 


(^ 7 ) 

et par suite 

(58) ?'[* + •(*-.)] = - f W l a + » (* - «))■ 


Cela posé, la formule ( 55 ) donnera 
(& 9 ) 


» W = ^S-lf / w «»• 


On peut donc substituer l’expression (5ij) à l’expression (46). Seulement, dans le pas¬ 
sage de l’une à l’autre, le nombre 0 pourra changer de valeur, mais en demeurant 
compris entre les limites 0,1. 

Lorsqu’on a égard à l’équation (59) , la formule (44) se réduit à 


(60) 


f{x) = /(<*) + -7— 4 » + ^ 1 /'(<*)+••+ 

+ (l ,:l ) 5...( ( n^ -/ W ^+ 9 ^- a ^ 


Si l’on pose, dans cette dernière, &■=. 0, on aura simplement 
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/(*) = /(.) + — /'(o) + ^ +.+ ,Jf /^->(») 

( 6 .) 

Il résulte de l’équation (61) que, dans la formule (8), l’expression (10) peut être rem¬ 
placée par la suivante 




Seulement, dans le passage de la première expression à la seconde, le nombre 6 pourra 
changer de valeur, mais en demeurant compris entre les limites o, 1. 

Si, dans les équations (6o) et (6i), on prend n=i, on devra remplacer en 
même temps le prftduit 1.2.3... ( n — i) par l’unité. Donc alors on retrouvera les for¬ 
mules (î î) et ( 47 )* Mais, en posant n = 2, n = 3 , etc..., on obtiendra les équations 

# 

(05) f{x) = /(a) -f- (se— à)f\x) 4- (î —G) (x — «)’/"[« 4- 0 (* — a)\, 

( 64 ) /(x) =/(«) + («-«)/» + + ( ‘' f"\a + »(»-«)}, 


( 65 ) /(x) = /(o) + */'(«) + (<— »)*•/'(«*) . 

(66) /(x) = /(o) + »/'(») + -£■ /"(o) + iil^fl/'"(0x). 


Exemples. Si l’on prend pour f {c c) les fonctions 
(î 4-sc)'\ U» + *) * 

et, si l’on attribue à x. une valeur qui surpasse la quantité — i , on tirera de la 
formule (6i) 

\ /. , , pCp-O , p(p-i)(p“ a)-(i*- w+a ) n ,. 

(6 7 y (i4»K=i4l«g+ -i.a.3...(»-ô ' 


i. 2.3...(n- i) 
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( 08 ) l(.+x) = x-^- + ^--...±^-f — 

Si l’on pose en particulier n = s , on trouvera simplement 

(69) (, + x)* = l + | »x + p(p— l)x’(l — 6) (1 4 - Sx) 

(70) 1(1 + *)=* — (> — 9 )(t^7) • 
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NEUVIÈME LEÇON. 

Théorèmes de Maclaurin et de Taylor. 


Lorsque, pour des valeurs de x comprises entre certaines limites, et pour des va 
leurs du nombre 0 t inférieures à l’unité, Tune des expressions 


décroît indéfiniment tandis que n augmente; alors , en posant n = oo dans l’équation 
(8) ou (61) de la 8 . c Leçon, on trouve 

( 5) /(*)■=/(») +~f\ o) + £/» + t zr/"'(°)+ elc — 

Donc alors la série 

w) /(o). -f/'(«).- -rr/'W. elc - ; - 

qui a pour terme général le produit 

reste convergente , tant que la variable x demeure comprise entre les limites données , 
et cette série fournit une somme équivalente à la fonction /(»)• L est en cela quo 
consiste le théorème de Maclaurin. 

11 est important d’observer que la fraction renfermée dans l’expression (2), savoir. 


( 6 ) 


1. 2. 3 ... n 

.’évanouit pour une valeur infiuie de n. Eu effet le produit 

m (n — m + 1) = (~~j — -- m ) 
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croît évidemment avec le nombre entier m, depuis m= 1 jusqu’à m = — ; 

a 

cl , comme on a en conséquence 

1. » < 2(n — i) < 3 (n — 2) < ... , 

(7) 1. 2. 3 ... n > n , 

il est clair que la valeur numérique de la fraction (6) sera toujours inférieure à celle de 
la quantité 


et s’évanouir a aussi bien que celle quantité, pour n = . On en conclut immédiate¬ 

ment que, dans le cas où la quantité 

(9) /<">( 9 *) 

conserve une valeur finie, tandis que n croît indéfiniment, l’expression (1) converge 
vers une limite nulle. Donc alors la série de Maclaurin , c’est-à-dire, la série (4), est 
convergente, et elle vérifie la formule (3). C’est ce qui arrivera pour toutes les valeurs 
réelles et finies de x , si à chacune d’elles correspond une valeur finie de la fonction 
/«(a). 

Exemples. Si l’on prend successivement pour f{x) les trois fonctions 
e x , cosx , sma?, 

on trouvera, pour les valeurs correspondantes de f^{x) , 


e x , cos [ce-f- - 


sin [x -J. 


Comme ces dernières quantités restent finies, quel que soit x, tandis que n aug¬ 
mente; on peut affirmer que le théorème de Maclaurin est toujours applicable aux fonc¬ 
tions e x , cosa;, sin a;. On aura en conséquence, pour des valeurs réelles quelcon¬ 
ques de la variable x , 


«'->+7+ — +773 


cosa; = 1-1-—-— c ■ -f- etc... , 

1.2 1. 2.3.4 1.2.34.5.6 
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(12) 


1.2.3 


1.2.3.4.5 


— etc.. 


L’équation (10) coïncide avec la formule (12) des préliminaires. Si l’on y remplace la 
variable x par le produit xl (A), A désignant une constante positive ; alors, en 
ayant égard à la formule 



on trouvera 

(, 5 ) A‘= . + ^ lHA)V + elc.... 


Au reste, il peut arriver que la fonction f^^x) devienne infinie avec le nombre 
n, et que le théorème de MMèlaurin subsiste. Concevons , par exemple, que l’on prenne 

f(x) = l(i + *), 

et qu’en même temps on attribue à la variable x une valeur numérique inférieure à 
l’unité. On trouvera, dans ce cas, » 


jS£->(®)==fa 


.2.5.. .(n -1) 


et, comme le rapport 


(1+®)" 
i. 2 . 3 .-.. (n - 1) 


(»+*)'* 


toujours supérieur au produit 


(*->) * 


(1 +*)" 

l+X \ l+X ) 


croîtra indéfiniment avec n, on pourra en dire autant des deux fonctions f^{x), 
ft n )(Qx). D’ailleurs l’expression (2) deviendra 


(«43 


=fc 


(1 + Sx)" 


et, comme la fraction 



» - 9 _ t __ 9 (\+x) 
1 +9x i+0x 


sera évidemment un nombre inférieur à l’unité, il est clair que l’expression (i4) s*éva- 
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n ,üira pour n — oo . Ou aura, en conséquence, pour toutes les valeurs de x com¬ 
prises entre les limites — i » 4 “ 1 » 

x x* . x 3 

(i 5 ) U>+*) = 7 -t + T _ T + 

Si la valeur numérique de la variable * devenait supérieure b l’unité, alors le terme 


général de la série 



savoir, 

( l 7 ) 



convergerait, pour des valeurs croissantes de n, vers la limite ± oo [voyez la for 
mule (il) de la page 4 a]. Par suite, la série (16) , étant divergente, n’aurait plus de 
somme, et cesserait de vérifier la formule (i 5 ). 

Si, dans la formule (i 5 ) , on fait converger la variable x i.° v«rs la lftnite i, a. 0 vers 
la limite — i ; on trouvera, dans le premier cas, 


(4?) H») = > -7 + ÿ -7 + elc ’• ’ =71 + ^4 + Te + -«.« 98 *4 ? 1 . 

et dans le second 

(. 9 ) i(o) = -(‘ + | + ÿ+7 + -)=-=°- 

Supposons encore 

f[x) = arctangæ. 


Alors, si l’on prend pour x un nombre impair, l’expression (i) se trouvera réduite 
au dernier terme de la formule ( 54 ) de la 8.® Leçon , c est-à-dire à 


(•o) 

Soient d’ailleurs 


.* n (*' 


Qx[/7 l )-" + (i + Qx[/t l )- n 

a 




p n et q n deux quantités réelles déterminées par l’équation 

^-(«+ Qx[/7 l )- n — p ll -\-q n l/~ . 


(21) 

On aura évidemment 


8/» 
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et par suite 


-—(i — Ox[/. l )- n =p n — q nS /T x , 


x n (i - Ox[/~i)~ n + (1 + Qx[/ 7 i)- n 


De plus on tirera des formules (21) et (22) combinées entre elles par voie de mullipli- 


- (' + 91 ® 1 ) " — f>»» a -4“ 7 »*» 


ou , ce qui revient au même, 

W) P "' + ?"' = ^ ( 1+ t.*.) • 

Si maintenant on attribue à la variable x une valeur numérique inférieure h l’unité, 
la valeur du binôme p n * -f- q n ■, fournie par l’équation (24), deviendra évidemment 
nulle pour n — a°i 0 et par suite la quantité ou l’expression (20) convergera, 

pour des valeurs croissantes de n , vers la limite zéro. Donc alors, en posant n = 00 
dans la formule ( 54 ) de la 8.* Leçon, on trouvera 


arctangcc = x - 




Si la valeur numérique de x devenait supérieure à l’unité, alors , comme l’expression 
(17) convergerait, pour des valeurs croissantes de n, vers la limite =h 00 , la série 


serait divergente, et cesserait de vérifier la formule (20). 

Si, dans la formule (a 5 ), on fait converger la variable x vers la limite 1 , on 


(*7) 4- = arclan o + etc. = 2 + — + — + etc. ^ 

cl par suit# 

(28) * = 8(775-4- Jj- + clc —^ =5,14109260.... 

Si l’on prenait, au contraire, x = -~- , la formule (2Ô) donnerait 
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(29) i = arctan s-j7T-"j7^ 

Supposons maintenant 


1 i.3 5.3» 


7.3 3 


+ etc. [ . 


/(*) = (»+ *)'» 


fi désignant une quantité constante. Dans cette hypothèse, la série de Maclaurin de¬ 
viendra 

p(p- 0 , *)Cf*~ a ) 

1.2 * 1 . 2.3 


(3o) 


1, px , 


-x 3 , etc..., 


tandis que les expressions (1) et (2) se trouveront réduites aux derniers termes des for¬ 
mules (17) et (67) de la 8.® Leçon, c’est-à-dire, aux produits 


(31) 

et 

( 32 ) 


fi(fi- i)(fi-a)...(fi-n + i) 


fi(fi-i)(fi- 2 )...(fi-n+i) 
1.2.3... (n — 1 ) 


£c"(i -f“ Ôa5)^” n , 


(1 —6) n “ , £C n (i 


De plus, si l’on désigne par u n le terme général de la série ( 3 o) , et par m un 
nombre entier inférieur à n , on aura évidemment 


u — f*(f*-i)(f*-2)...(fi-n + i) x „ 
1 . 2.3 ...71 ' 


('-.HL)! 


(,-L Ü.V 

[ m + i ) ( 

k m+2 ) 

V » )’ 


(35) . 

(54) u„ = ( 

Gela posé , représentons par r la valeur numérique de x t et par p un nombre 
choisi arbitrairement entre les limites 1 et r. On pourra évidemment attribuer à m 
une valeur assez considérable pour que, n étant supérieur à m, la valeur numé¬ 
rique du produit 

reste comprise entre 1 et p. Alors celle du rapport 


se trouvera elle-même renfermée entre les limites 1 et p n — w . Par suite, si l’on « 
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r > P > îi 

la.fraction —, et le produit de cette fraction par , ou la quantité u„ , de- 
u m 

viendront infinies, en même temps que p n ~ m , pour n= oo . Au contraire , si l’on a 


r < p < i , 

les quantités — et u„ s’évanouiront pour n = oo , en même temps que p" 
Ajoutons qu’on pourra en dire autant, i.° de la quantité 


( 55 ) 


(p- 0(p-a)»-(f*-” + 0 x n-, ' 

i.a. 5 ... (n- 1) 


que l’on déduit de «„ en diminuant chacun des nombres p et n de l’unité; a. 0 de 
l’expression ( 3 a) qu’on obtient en multipliant la quantité ( 55 ) par le produit 


attendu que ce produit converge, pour des valeurs croissantes de n, vers une limite 
finie ou nulle. Donc, si la valeur numérique de x surpasse l’unité, la série ( 3 o), 
dont le terme général deviendra infini avec le nombre n , sera divergente et n aura 
pas de somme. Mais , si la valeur numérique de x est inférieure à l’unité , alors, en 
posant n — oo , on tirera de la formule (67) de la 8.® Leçon, 


(56) (1+*)/»== 1+-£■« + 




x» 4 - 


f*(p- 0(f*- a ) 
1.2.3 


x 3 -f- etc.... 


Par des raisonnements semblables 5 ceux qui précèdent, on prouverait aisément que 
l’expression (3i) s’évanouit pour une valeur infinie de n, quand la variable x est 
renfermée entre les limites 0,1. U en résulte que l’équation ( 36 ) peut être déduite 
de la formule (17) de la 8.® Leçon, mais dans le cas seulement où la variable x reste 
positive et inférieure à l’unité. 

Lorsque, dans la formule ( 36 ), on remplace la quantité p par un nombre entier 
n , on retrouve l’équation ( 4 o) de la 8.® Leçon. Si, dans la même formule, on écrit 
— P ou lieu de p, on en tirera 


( 57 ) 


(1 + > — ~ x + 


p(p+t)(p + a) 


x 3 + etc.. 


On aura par suite 


NEUVIÈME LEÇON. 


87 


(38) (i-»)-f=i+Y* + - 


1.2 


Enfin, si l’on pose successivement n= 1 , f* = 2, f* = 3 , etc. P — m , m 

désignant un nombre entier quelconque, l’équation ( 38 ) donnera 

( 3 q) -fx 3 -h... 4 -^" 4 -etc. , 

\-x 


(4o) 

(40 

et 

( 42 ) 


(«-*)’ 




— 1 4“ 2£c4"^ £C, 4“4 £c3 4"*"- "1“ ( n “t - 0®" + e ^ c * • 

= 1 4-3£c-f6£c , + ioa3 3 +... 4- 4. etc., 


(»-*)* 


- — 1 4- mx 4- 


n (m +1 ) 


x* 4--«- 4- 


(n + .) (n + a)... (n + m-l ) 
1.2.3... (m-i) 


Si l’on prenait, au contraire, p — 



2 


on trouverait 


(43) (.-*) , = '+ î * + ^*' + ^ ll +- + 


1 .3.5... (2 n - 1 ) 
2.4.6. .. 2/1 


x n 4 etc.. 


Supposons maintenant que, pour toutes les valeurs de x comprises entre les limites 
x = a, x=. a -\- h , et pour des valeurs du nombre 0 inférieures à 1 unité, 1 une 
des expressions 


(44) 



(45) 

0 - •)•-■/« t«+*■(•-•)! • 

# 


décroisse indéfiniment, tandis que n augmente; alors, en prenant n — cc , dans 
l’équation ( 44 ) ou (60) de la 8. c Leçon, on trouvera 

(46) f(x) — f{a) 4 -—/'(«) 4- 4^ /"(«) 4- -7^3”/'"(«) 4 - etc.... 

Si , pour fixer les idées , on pose x — a 4- h , la formule (46) donnera 

( 47 ) f(a + h) = f(a) + | /'(•) + 4 /» + /*W + «te-- 
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Enfin, si, dans l’équation précédente, on remplace la lettre a qui désigne une va¬ 
leur particulière de la variable x par celte variable elle-même , on obtiendra la formule 

m /(* + '*) = /(*) + f/'(*) +“/*H + ~/"W + etc.... 


Cette dernière subsiste toutes les fois que, les fonctions 

(4 9 ) /(« + *). /'(* 4- *). /'(* + *). etc -> 

étant continues entre les limites s = o , z — k, l’une des quantités 

(5») + (5,) + 

s’évanouit pour une valeur infinie de n. Alors la série 


(5,) /(*), 4/'W, 44/'»' elc ” : ' 

qui a pour terme général 

( 53 ) —,âh 


est convergente et fournit une somme équivalente à /(œ -f- A). La proposition que 
nous venons d’énoncer est précisément le théorème de Taylor. 

Exemple. Si l’on prend successivement pour f(x) les deux fonctions 


1 ( x) , xf 1 , 


et si l’on suppose la valeur numérique de A inférieure à celle de x , on trouvera 

( 54 ) 


A i A* . » A 3 î A4 

|(x + A)=l(*)+-- T - + TÏF - T ^ + etc.... 


( 55 ) + = ^ + + + 


0Cp- a ) 


£C'““ 3 A 3 -f- etc. 


On pourrait déduire immédiatement ces dernières formules des équations (î 5 ) et ( 36 ) en 

, A 

y remplaçant x par —-. 

Il est essentiel d’observer que les formules de Maclaurin et de Taylor subsistent. 
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non-seulement pour des valeurs réelles, mais aussi pour des valeurs imaginaires de la 
fonction f[x). Supposons en effet 

( 56 ) f{x) = «p {x) + x (*) V/- , 

<f(x) et i[x) désignant deux fonctions réelles de la variable x. Si, le nombre G 
étant inférieur à l’unité, l’une des expressions 


( 57 ) 



*<">(«*) 


(58) 


i.a.3...(n-i) 


(1 — ô)»-* Ÿ <»)(ea;) 


se réduit à zéro pour des valeurs infinies de n , on aura 

( 59 ) ?(*) = ? (o) 4- — ?'(°) 4- -77 /(°) 4- -773 T» 4- etc.... 

De même, si l’une des expressions 


( 6o ) » (*0 

s’évanouit pour n = ao , on trouvera 


x n 

1.2.3... (n- 1 ) 




(«•) *<•) =z(o) +y x'(o) +-4 X*M + 7X3-X» +CIC.... 

Or, on tirera des formules (59), (62), combinées entre elles. 


( 63 ) 


<?(æ) 4- — 

f(o)!+lAx(o) 4- Y [?'(<>) 4- l/^x'C 0 )! 4- — C? # (°) 4- V / ^X 4, ( 0 )] 4- etc... ; 


et il est clair que cette dernière équation ne diffère pas de la formule de Maclaurin, de 
laquelle on la déduit en prenant pour f{x) la fonction imaginaire <p(x) -f- 
On peut raisonner de la même manière par rapport à la formule de Taylor. 


Les formules (59) et (62), et par suite la formule (60), subsistent évidemment dans 
le cas où chacune des fonctions y^(œ) , x (n) ( x ) conserve une valeur finie, quel que 
soit x , pour n = oc , càesl-è-dire, en d’autres termes, dans le cas où la fonction 
imaginaire 

( 64 ) /W(*)=Ï«(*)+V^*WW 

reste finie , tandis que n croît indéfiniment. 
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Exemples. Si l’on prend 


f{x) = coscc + [/-i sincc , 


la formule (3) ou (63) donnera 

(65) 


>+ 7 ^- 


cosœ + [/-i sinæ = 
x 4 


i.a .3 V/ ' 1 + 1.2.34 + K 2 . 3 . 4.5 Ÿ' 1 1 


L’équation imaginaire qui précède se décompose d’elle-même en deux équations réelle* 
qui ne sont autres que les formules (il) et ( 12 ). 

Supposons encore 

f(x) = e ax (cosbx + {/Tismbx) , 

a et 6 désignant deux constantes réelles. On trouvera, dans ce cas, en ayant égard à< 
la dernière formule de la page 27 , 


/'( x) = («4- 6\Z^)e ax (cos6æ4- ÿ^sinbx) = {a 4- 6 v/7) /(x) , 
f(x) = (a+b v/7 )f\x) = {a +b S /-yf\x\ , 
etc..., 


/<">( x) = (<z 4- b\/Tt ) H flx) , 
et par suite 

/(o) = i, f'{o)=a + b^, />) = (a4-6v/7)%.../^(o) = (a4-6 t /-)^ 
Cela posé, la formule (63) donnera 


( 66 ) 


e “ x (cos b x 4 - \/7 s * n ^ x ) = 
(a+bx/T^x . [a + b\/Txyx- {a + bÿ^yx* 

-:-»-Ti 


Si, dans cette dernière, on pose ax~p , bx — q , on obtiendra lequaticm ^ 

. _ . x . , />+?t/7 , (p+qV T ') % , (p+ y^j* » rtr 

( 67 ) (cosp 4 - v/7 s,n 9 ) = : 1 4-;-1- 7 ^ -+ i.a.3 -t-etc.... 

qui subsistera pour des valeurs quelconques des variables réelles p et q+ 
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Règles sur la convergence des séries. Application de ces règles aux séries de Maclaurin 

et de Taylor. 


Les formules (3) et (48) de la Leçon précédente ne pouvant subsister que dans le cas 
où les séries de Maclaurin et de Taylor sont convergentes, il importe de fixer les con¬ 
ditions de la convergence des séries. Tel est l’objet dont nous allons nous occuper. 

L’une des séries le^plus simples est la progression géométrique 
(i) a, ax, ax*, ax*, etc... , 

qui a pour terme général ax". Or la somme de ses n premiers termes , savoir. 


(*) 


a(i -j-cc-f"#* -j- ... a:"- 1 ) = a- 


ax n 
i -x 


convergera évidemment, pour des valeurs croissantes de n, vers la limite fixe 

( 3 ) TTT> 


ou cessera de converger vers une semblable limite, suivant que la valeur numérique de 
la variable x supposée réelle spra ou ne sera pas un nombre inférieur à l’unité. Donc, 
si l’on attribue à la variable x une valeur réelle, la série (î) sera convergente, lors¬ 
qu’on aura < i , et divergente dans le cas contraire. 

Concevons- maintenant que l’on attribue à la variable x une valeur imaginaire, c’est- 
à-dire, de la formo p-4“7l/^ï* » P et 7 désignant des quantités réelles. Le module 
de celte valeur ne sera autre chose que la racine carrée de la somme ou, 

ce qui revient au même, la racine carrée du produit des deux expressions imaginaires 


( 4 ) 


P + 7 > P — <l\/~ 
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qui ne diffèrent que par le signe de [/TT , et que l’on appelle expressions imaginaire* 
conjuguées. Donc, si l’on nomme r le module dont il s’agit, on aura 

(5) »** = (P + 7V /r ^)( P — 7V/”)=P a + 9% 

(6) r= [/[p' -fÿ*]. 

Soit d’ailleurs 

(7) (p+9vAT)”=p„+ 9 „vcr r 

pn , q n désignant encore des quantités réelles. Comme on trouvera par suite 

( 8 ) {p — <iV^) n =Pn—q»V~ » 

on en conclura 

( 9 ) p» 4* = {p 4- 7 V~Y{p — 71/“)” = (p * 4- 7 * Y = * ,n * 

( 1 °) i/C/V 4- 7 »* J — r ♦ 

Donc, pour obtenir le module de x n , il suffira d’élever à la n me puissance le mo’' 
dule r de la variable x. Cela posé, concevons que l’on attribue au nombre entier 
n des valeurs de plus en plus grandes. Pour que l’expression 

x n = p n + qn[/TT 

s’approche alors indéfiniment de la limite zéro, il sera nécessaire et il suffira que les 
quantités réelles p n , q n convergent vers cette même limite. Or il est clair que cette 
condition sera ou ne sera pas satisfaite, suivant que le module r de la variable x 
sera ou ne sera pas inférieur à l’unité. En effet, en supposant r < 1 et n = 00 , 
on tirera de l’équation (10) 


P« s 4" q>* — = o * p n = o , q n = o. 

Au contraire, si l’on suppose r=i our>i et» = oo, l’équation (10) donnera 
Pn 4“ 7»* = 1 » OU Pa 1 -J- Ç„ a r= 00 , 

et par suite l’une au moins des deux quantités p ni q n cessera de converger, pour des 
valeurs croissantes de n, vers la limite zéro. 11 suit évidemment de ces remarques que- 
le produit 
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clans lequel le seul facteur x n varie avec le nombre n, acquerra une valeur nulle 
pour n — oo , si l’on a r < 1 , et une valeur différente de zéro , si l’on a r = 1 
ou r > 1. Donc, la variable x étant imaginaire, la série (1) sera convergente ,si le 
module de x est inférieur h l’unité. Mais elle sera divergente dans le cas contraire. 
Cette conclusion subsiste lors même que la constante a devient imaginaire. Elle sub¬ 
siste aussi dans le cas où, la quantité q étant nulle, la variable x redevient réelle. 
Alors le module de cette vwiable se réduit à sa valeur numérique, et l’on se trouve ra¬ 
mené à la règle que nous avons d’abord indiquée. 

Considérons maintenant la série 
(n) n 0 , «r, «j, etc..., 

composée de termes quelconques réels ou imaginaires. Pour que celte série soit con¬ 
vergente, il sera nécessaire et il suffira [voyez les préliminaires, page 10] que des valeur» 
croissantes de n fassent converger indéfiniment la somme 

(12) —«o+ +«, + ••• + «n— 

vers une limite fixe s. En d’autres termes, il sera nécessaire et il suffira que, le 
nombre n devenant infini, les sommes 

Snt #/i+1» $«4.»» etc..», 

diffèrent infiniment peu de la limite s, et par conséquent les unes des autre»> D’ail¬ 
leurs, les différences successives entre la première somme s„ et chacune des suivante» 
•ont respectivement déterminées par les équations 

i s n+l —s n = u n , 

Sn+> — S n = U n + U n + t , 

S„ + 3-#„==«„ + f/„ +I -h r 

etc... 

Donc , pour que la série (11) soit convergente, il est d’abord nécessaire que le terme gé¬ 
néral u„ s’approche indéfiniment de zéro, tandis que n augmente. Mais cette con¬ 
dition ne suffit pas, et il faut encore que les différentes sommes 

«» + «n + , , Un -f «„ + , + r 

c'est-à-dire les sommes des termes 
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u n , w n+I , u n+a , 

prises, h partir du premier, en tel nombre que l’on voudra, s’évanouissent elles-mêmes 
pour n = oo . Réciproquement , lorsque ces diverses conditions sont remplies, la 
convergence de la série est évidemment assurée. 

Il est encore évident que, pour décider si la série (11) esWconvergente ou divergente, 
on n’aura nullement besoin d’examiner ses premiers termes, et qu’on pourra même les 
supprimer de manière à remplacer cette série par la suiyante 

# 

(14) U n , u m+t , u m +,, etc..., 
m désignant un nombre entier aussi grand que Ton voudra, 

Supposons à présent • 

(1 5 ) u n = v n + w n \/ TT, 

v n , tv n désignant deux quantités réelles, dont la seconde s’évanouira toutes les fois 
que la série (11) sera réelle. Comme la somme imaginaire s„, déterminée par l’équa¬ 
tion (12) , deviendra 

(16) Sn = ( Vo 4.^0l/T) + (v, -f w.v/T) +... 4 -K-i + Wn-il/”) 

== («• + «» + ••• +«»-.)+K + ».+.., , 

elle convergera, pour des valeurs croissantes do n, vers une limite fixe, si les deux 
sommes réelles 

Vo + v, -f ... , 

4 " «P. + ••• 4 - Wn-, 

convergent vers de semblables limites. Il en résulte que la série (11) sera toujours con 
vergente, en même temps que les séries réelles 

(17) r 0 , tv, v a , ... v n , etc..., 

(18) w 0 , w lt w a , ... w n , etc.... 

Si ces dernières ou l’une d’elles seulement deviennent divergentes, la série (11) le sera 
également. 

Pour que les séries (17) et (18) soient convergentes , il est nécessaire et il suffit, en 
vertu des remarques précédemment faites, que les diverses quantités 
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(» 9 ) «"* «» + «»+.» «« + ««+, + «„+,, 

(20) v„, v„4-v„ +x , v» + v n+l +v„ +J , 

« 

s’évanouissent pour n = 00 . Or cette condition sera nécessairement remplie , si les 
modules des différents termes delà série (11) ou (i 4 ) forment une série convergente. En 
effet, soit 

( ai ) p»»=V'[®i»*4-»»*} 

le module de l’expression (i 5 ) qui est le terme général de la se'rie (11). Ce module sera 
une quantité positive, qui surpassera évidemment la valeur numérique de r„ et celle 
de w n . Par suite les valeurs numériques des quantités (19) et (20) seront inférieures 
à celles des quantités correspondantes 

( 22 ) P», pn+Pn + i» pn -f* pn + i + pn + a , etC.... 

D’ailleurs# si les modules des différents termes de la série (11) ou (»4), savoir 

( 2 ^) Pa t Pi» Pa» ••• pn , etC..., 

OU 

(24) p«> ftn+i» pm + 2» etC...y 

forment une série convergente, les quantités (22) s’évanouiront pour » = 00 . Donc , 
à plus forte raison, les quantités (19) et (20) s’évanouiront elles-mêmes. On peut en 
conclure que la série (11) ou (14) sera toujours convergente, lorsque les modules de ses 
différents termes formeront une série convergente. 

Si la valeur numérique de p„ ne décroissait pas indéfiniment pour des valeurs crois¬ 
santes de n, on pourrait en dire autant de l’une des quantités v nt w„. Alors l’une 
des séries (17), (18), et par suite la série (11) deviendrait nécessairement divergente. 

En partant des principes que nous venons d’établir, on démontrera sans peine les deux 
théorèmes que nous allons énoncer. 

»•*' Théorème. Cherchez la limite ou les limites vers lesquelles converge , tandis que 
n croit i/icUfiniment, l'expression 

M (Pnfi 

et soit R la plus grande de ces limites. La série (il) sera convergente f si Con a R < 
divergente, si Con a R > i„ 
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Démonstration. Supposons d’abord i? < 1 ; et choisissons arbitrairement entre les 
deux nombres i et ^ un troisième nombre p, en sorte qu’on ait 

(26) • R<p< 1. 

n venant à croître au-delà de toute limite assignable, les plus grandes valeurs de 

(p„)“ ne pourront s’approcher indéfiniment de la limite B , sans finir par être cons¬ 
tamment inférieures à p. Par suite il sera possible d’attribuer au nombre entier m 
une valeur assez considérable pour que, n devenant égal ou supérieur à m, on 
ait constamment 

1 

(p»)”<P> P»<P*- 

Alors les termes de la série (24) seront des nombres inférieurs aux -termes correspon¬ 
dants de la progression géométrique 

(27) P m , p" , + ^ etc...; ^ 

et, comme cette dernière sera convergente [à cause de p < 1], on devra en dire au¬ 
tant de la série (24), par conséquent des séries (i4) et (11). 

Supposons en second lieu B > 1, et plaçons encore entre les deux nombres 1 et 
B un troisième nombre p, en sorte qu’on ait 

(28) -R>p>»- 

Si n vient à croître au-delà de toute limite , les plus grandes valeurs de (p„) , en 
s’approchant indéfiniment de B, finiront par surpasser p. On pourra donc satis¬ 
faire à la condition 

(p»)’>P ou P»>P"> 1 * 

pour des valeurs de n aussi considérables que l’on voudra; et par suite on trouvera 
dans la série (24) un nombre indéfini de termes supérieurs à l’unité, ce qui suffira pour 
constater la divergence des séries (24), (i 4 ) et (^ 0 * 

2.® Théorème. Si, pour des valeurs croissantes île n, le rapport 

, \ P*-» 1 

(=9) — 

converge vers une limite fixe B, la série (11) sera convergente toutes les fois que 
l'on aura B < 1 , et divergente, toutes les fois que l'on aura B > 1. 


DIXIÈME LEÇON. 97 

Démonstration. Choisissez arbitrairement un nombre e inférieur à la différence qui 
existe entre 1 élit. Il sera possible d’attribuer à m une valeur assez considérable 
pour que, n devenant égal ou supérieur à m , le rapport 

Pn + i 

- P» 

demeure toujours compris entre les deux limites 

ü — s, R + '- 

Alors les différents termes de la série (24) se trouveront compris entre les termes corres¬ 
pondants des deux progressions géométriques 


Pim f 

Pm(R—)> 

p m (R — t)>, 


etc. 

Pm, 

Pm(R + *), 

Pm(R -H) a > 

P«(*+‘)S 

etc. 


lesquelles seront toutes deux convergentes, si l’on a R < 1 ; et toutes deux diver¬ 
gentes , si l’on a R > 1. Donc, etc. 

Scholie. Il serait facile de prouver que la limite du rapport (29), dans le cas où cette 
limite existe, est en même temps celle de l’expression (24) [voyez l’Analyse algébrique , 
chap. VI]. 

En appliquant les théorèmes 1 et 2 aux séries de Maclaurin et de Taylor, on obtient 
les propositions suivantes. 

5.* Théorème. Soient f{x) 4|^ie fonction réelle ou imaginaire de la variable x , 
et <?„ la valeur numérique ou le module de l'expression 

< 3o > 7zb^ /W(o) - 

Soit déplus $ la limite vers laquelle convergent, tandis que n croit indéfiniment , 
tqs plus grandes valeurs de (?„)", ou bien encore la limite unique [si cette limite 
existé] du rapport ■ ■. La série de Maclaurin, savoir, 

(5*) /(o), 7 /». •£■/>). -^ 3 -/'"(«)• «‘c-. 

sera convergente toutes les fois que la valeur numérique de la variable x supposée 

i3 
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récite , ou le module de la même variable supposée imaginaire sera inférieur à — ; 
et divergente , toutes les fois que la valeur numérique ou le module de x surpassera 


Démonstration. Soit r la valeur numérique ou le module de la variable x. Le 
terme général de la série ( 5 i), savoir, 


( 5 ,) 


-/ 00 (o) 


1.2. 3 ... H ' 

aura, pour valeur numérique, ou pour module, le produit 

T»»*"- 

Gela posé, si, dans les théorèmes î et 2, on remplace la série (11) par la série ( 3 i) 
on trouvera évidemment 

(33) (34) ü = . 

Donc la série ( 3 i) sera convergente, lorsqu’on aura 

(34) 4>r < 1 ou r < -i- , 

et divergente lorsqu’on aura 

( 35 ) 4 »r > 1 ou r>—. 

ê 

Exemples. Si l’on prend pour f{x) la fonction e x , on aura 
/C'O(o) = 1 , 


( 5 h) $ == lim-=0, 

\ ’ n+i 


1.2.3. .. 71 * 

( 37 ) 


?» 


Dans le même cas, la série ( 3 i) se trouvera réduite à la série (11) des Préliminaires. 
Donc cette dernière série, savoir, 


( 38 ) 


’ 1.3 ' 1.2.3 


1.2.3... n 


etc..., 


est convergente, tant que la valeur numérique ou le module de x n’atteint pas la li- 




que l’on obtient en posant f[x) = arclanga;, et que l’on déduit de la série (44) en 
annullant les termes de rang pair, et changeant les signes du second, du quatrième, 
du sixième,... des termes conservés. 
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Enfin, si l’on prend pour f{x) la fonction (1 x) u , f* désignant une constante 
réelle, on trouvera , pour de très-grandes valeurs de n, 


/C'O(o) = p(f* — !)... (P-U+,), 


(46) = üm-^-=i. 


(47) 


Dans le même cas, la série ( 3 i) deviendra 

(48) i. f*aî, 


ikzlL x ,' _<*((>•-■)(<*->) , el 

1.2 1.2.3 


Donc cette dernière série est elle-mcme convergente, tant que la valeur numérique ou 
le module de x reste inférieur à l’unité. 

4- 8 TnéonÊME. Les mêmes choses étant posées que dans le théorème précédent, mais 
la fonction f(x) étant réelle, ainsi que la variable x, désignons par 9 un 
nombre inférieur à C unité, par la valeur numérique de Cune des expressions 


(49) 


/W(0s) 

1.2.3...n 


( 5 o) 


(»-0)"-/W(8*) 
1.2.3... (n - î) 


et par v la limite vers laquelle convergent, tandis que n croît indéfiniment, les 

plus grandes valeurs de (^„) *, ou bien encore la limite unique [si cette limite existe ] 
du rapport —-— . Txt formule de Maclaurin, savoir , 


(5i) 


f(x) = /(o) + - /'(o) + -f- /» -h - 


-/"» -h etc.. 


subsistera pour toute valeur de x, à laquelle correspondra une valeur du produit 
y ce renfermée entre les limites — 1 , -j- 1. 

Démonstration. Soit, r la valeur numérique de x. Si le produit vx est ren¬ 
fermé entre les limites — î, -}- i , on aura 


( 5 .) 


vr < i. 


Donc alors la série qui aura pour terme général le produit 
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lot 


( 53 ) 


1 . 2 . 3 .. 


-/«(•*) . 


(54) 


1.2.3... (71- 1) 


(1—•)"— 


sera convergente. Donc ce produit s’évanouira pour n = *5 , et l’équation (8) ou (61) 
de la 8. e Leçon entraînera la formule ( 5 i). 

Corollaire i. er La formule ( 5 i) subsistera pour toutes les valeurs réelles de x com¬ 
prises entre les limites 


( 55 ) 





si, pour chacune de ccs valeurs, l’un des rapports 


( 56 ) 


/<”>( o) ’ ' 71 /W(o) 


conserve une valeur finie, tandis que le nombre n devient infiniment grand. En effet, 
soit x* la valeur numérique du rapport (56) ou (57) , et supposons que cette valeur 
numérique reste constamment inférieure au nombre k. L’expression 

(x«)“> 

constamment plus petite que k*, convergera, pour des valeurs croissantes de n, vers 
une limite égale ou inférieure à k° = \ ; et l’on pourra en dire autant de l’expression 


(“X")" » 


puisqu’on aura , en vertu de la formule (24) de la page 35 , limn" = 1. D’ailleurs , 
si les quantités et Xn désignent les valeurs numériques des rapports (49) et ( 56 ), 
on aura évidemment 


et par suite 


'V = <I>lim(x»)" = ou <[♦. 

De même, si les quantités et x„ désignent les valeurs numériques des rapports 
( 5 o) et (57), on aura 


«t par suite 





ou <$». 
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En conséquence on aura nécessairement, dans l’hypothèse admise, 

V = ou <$>, Yr = ou <[4»r. 

Donc la condition ( 52 ) sera satisfaite, et la formule ( 5 i) subsistera, pour toutes les valeurs 
réelles de x propres à vérifier la condition ( 54 ), c’est-à-dire pour les valeurs réelles, de 
a;, qui rendront convergenie la série (3i). 

Exemples. Si l’on prend /(£c) = e*, le rapport ( 56 ) se trouvera réduit à l’expo¬ 
nentielle 

(58) e fi *. 

Or cette exponentielle, dans laquelle la seule quantité 0 varie avec n , mais de ma¬ 
nière à rester comprise entre les limites o , î, conserve évidemment une valeur finie 
pour chaque valeur finie de x, tandis que le nombre n croit indéfiniment. Donc 
la formule (10) de la Leçon précédente subsistera, pour toutes les valeurs réelles de 
x qui rendront convergente la série ( 38 ) ; ce que l’on savait déjà. 

Si l’on prend successivement pour f(x) les deux fonctions 

l(i +v), (i+^, 


on trouvera , pour les valeurs correspondantes du rapport (07), 


1 / 1-0 \«- 


1 + Bx \ 1 + 0x 


(60) * (i-j-Gæ)/*- 


Or , dans ces dernières expressions , les deux facteurs --+rjx ’ (* -J-GaO' 4- ’- conservent 
des valeurs finies, pour chaque valeur finie de a», et le facteur l~~.° reste 

\ 1 + 0# ) 

inférieur à l’unité, lorsque, le nombre n — 1 étant positif, la variable x est ren¬ 
fermée entre les limites » = —1, x=i. Donc les formules (i 5 ) et ( 56 ) de la Leçon 

précédente subsistent pour toutes les valeurs de x renfermées entre ces limites; ce 
que l’on savait déjà. » 

Corotlaire 2. Le corollaire 1.” s’étend au cas même où les valeurs de / C/ °(o), 
correspondantes à certaines valeurs de n, s’évanouissent, pourvu que dans ce cas on 
ne tienne aucun compte des valeurs correspondantes des rapports ( 56 ) et (5 7 ). 

Exemples. Si l’on prend successivement pour f[x) les deux fonctions cosx, sincr , 
l’expression ( 56 ) se trouvera réduite à l’un de^apports 
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io3 


( 6 .) 




(62) 


sin (^7) 


Or ces deux rapports acquerront des valeurs infinies, correspondantes à des valeurs 
milles de f (n) { 0 ) , le premier, quand le nombre n sera impair, et le second 
quand le nombre n sera pair. Mais, si ne tenant aucun compte de ces valeurs infinies, 
on attribue toujours au nombre n, dans le rapport (61) une valeur paire, et dans 
le rapport (62) une valeur impaire, on verra ces rapports se jéduire constamment à 
l’une des quantités finies 

sina? , cosîc , —sincc, —cos ce. 

Donc les formules (11) et (12) de la Leçon précédente subsistent pour toutes les valeurs 
réelles possibles de la variable x. 

Des raisonnements semblables à ceux que nous venons d’employer pour établir les 
théorèmes ?» et 4, étant appliqués, non plus à la série de Maclaurin , mais à celle de 
Taylor, conduiront immédiatement à deux autres théorèmes que nous allons énoncer. 

5. e TaréonÊME. Soit f(x) une fonction réelle ou imaginaire de la variable réelle x , 
h une constante réelle ou imaginaire , et ?n la valeur numérique ou le module de 
l'expression 


65) 


1. a. 3 ... 1 




Soit de plus 4 > la limite vers laquelle convergent, tandis que n croit indéfiniment, 
les plus grandes valeurs de (?„)", ou bien encore la limite unique [#t cette limite 


existe ] du rapport 


Im, strie de Taylor, savoir , 


( 64 ) 


/w < — /'(*). 


-/». 


-/'"(x), etc.... 


sera convergente, toutes les fois que la valeur numérique , ou le module de h sera 
inférieur à — ; et divergente , toutes les fois que la valeur numérique , ou le module 

de h surpassera . 

Exemples. Si l’on prend pour f(x) l’une des trois fonctions 


cosx , 


sinæ, 
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on trouvera $ = o , — = oo. Donc alors la série (64) restera convergente pour toutes 

les valeurs finies, réelles ou imaginaires, de la constante h; ainsi qu’on l’avait déjà 
remarqué. 

Si l’on prend pour f[x) l’une des fonctions 
l(æ) , xP, 

on trouvera, en désignant par r la valeur numérique de la variable réelle x , 

1 i 

» 4 > = —, — = r . 

r <ï> 

Donc alors la série ( 64 ) sera convergente tant que la valeur numérique ou le module de 
h restera inférieupà la valeur numérique de x ; ce que l’on savait déjà. 

6.* Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans Le théorème précédent, mais la 
fonction f(x) étant réelle, ainsi que la constante h, désignons par 0 un nombre 
inférieur à l'unité , par la valeur numérique de l'une des expressions 


' i. 2 . 3... n 


(66) 


(i-fl)»-» /W(ig+9A) 
l. 2.3... (n- i) 


et par Y la limite vers laquelle convergent , tandis que n cYoît indéfiniment , les 
plus grandes valeurs de (^„)" f ou bien encore la limite unique [si cette limite existe] 


du rapport 




La formule de Taylor, savoir. 


(67) /(* 4• A) = /(») + ~ f\x) 4 f\x) 4- ^3 /'"(*) 4 etc..., 

subsistera pour toute valeur réelle de h , à laquelle correspondra une valeur du pro¬ 
duit Y h comprise entre les limites — 1 , 4 1 • 

Corollaire i. er La formule (67) subsistera pour toutes les valeurs réelles de h com¬ 
prises entre les limites-— , 4- ~ , si, pour chacune de ces valeurs, l’un des rap¬ 

ports 

conserve une valeur finie, tandis que n croît indéfiniment. C’est ce que l’on démon¬ 
trera sans peine par des raisonnements semblables à ceux dont nous avons déjà fait usage 
pour établir le corollaire i. er du 4* e théorème. 

Exemples. Si l’on prend successivement pour f(x) les deux fonctions 


!(«)> 
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on conclura du corollaire précédent que les formules ( 54 ) et ( 55 ) de la page (88) sub¬ 
sistent dans le cas où la valeur numérique de h est inférieure à celle de x. 

On pourrait croire que la série de Maclaurin a toujours f{x) pour somme , quand 
elle est convergente, et que, dans le cas où ses différénts termes s’évanouissent l’un 
après l’autre, la fonction f{x) s’évanouit elle-même. Mais, pour s’assurer du con¬ 
traire , il suffît d’observer que la seconde condition sera remplie, si l’on suppose 


( 70 ) * /(*)=* 

et la première, si l’on suppose 

—• 

( 7 >) /(»)=« +o • 

Cependant la fonction c ^ x ^ n’est pas identiquement nulle, et la série déduite de 


la première supposition a pour somme, non pas le binôme e -j- e , mais 

— 

son premier terme c . Les mêmes remarques sont applicables à la série de Taylor. 

Au reste, on reconnaîtra facilement que la fonction f(x) , réelle ou imaginaire, 
ne peut être la somme d’une série convergente ordonnée suivant les puissances ascen¬ 
dantes de x , qu’autant que cette série coïncide avec celle de Maclaurin. En effet, soit 

(72) 'f[x ) =a 0 4- ci^x + + a^x 3 + etc.... 

En différenciant plusieurs fois cette équation par rapport à x , et observant que 

l’équation (12) de la troisième Leçon subsiste dans le cas même où le polynôme 

au -f- bv -f- cw -f- ... , 

se composant d’un nombre infini de termes, devient la somme d’une série convergente; 


/ /'(œ) =a, + 2rt a a; + 3 a 3 £c a 4-etc... 

1 f"{x) — 1.2 a 2 4- 2. 3 a 3 £c 4-etc... , 

I f "{ x ) = 1 • 2 .3 a 3 -f- etc... . 


etc.... ; 
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puis, eu posant x = o, on tirera des équations (72) et (70) 

( 74 ) /(o)=a„, /'(«) = a,, f‘{o) = i.ta, , /'» = I. 3 a, , etc...; 

et par suite 

(;5) ». = /(»), «.=-i/'(o). « 3 = _i_/'»(„), etc .... 

Or, si l’on substitue, dans la formule (72) f les valeurs précédentes de af, a,, a 2 , 
etc..., on sera évidemment ramené à l’équation (5i). 

On prouverait de la même manière que la fonction f[x + k) ne peut être la 
somme d’une série convergente ordonnée suivant les puissances, ascendantes de li , 
qu’aulanl que cette série coïncide avec celle de Taylor. 
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ONZIÈME LEÇON. 

Des valeurs que prennent les fonctions d'une seule variable x , quand cette variable 
devient imaginaire. 


Lorsque les constantes ou variables comprises dans une fonction donnée, après avoir 
été considérées comme réelles, sont ensuite supposées imaginaires, la notation à l’aide 
de laquelle on exprimait la fonction dont il s’agit ne peut être conservée dans le calcul 
qu’en vertu d’une convention nouvelle propre à fixer le sens de celle notation dans la 
nouvelle hypothèse. Si l’on considère en particulier les notations propres h représenter 
les fonctions simples , savoir , 

a 4- * > a — x , ax , x a , A x , L(ic) , 

sinæ, cos ce, arcsinæ , arcoscc, 

il suffira, pour en fixer le sens, dans le cas où la variable x devient imaginaire, de 
recourir aux principes que j’ai développés dans l’Analyse algébrique [voyez les cliap. Vil, 
VIII et IX], et que je vais rappeler en peu de mots. 

On appelle expression imaginaire toute expression de la forme 

P + * 

p et q désignant deux quantités réelles. Une semblable expression ne signifie rien par 
elle-même, non plus que le signe . Mais lorsque l’on combine des expressions 

imaginaires entre elles, par voie d’addition, de soustraction, de multiplication, etc... , 
en opérant comme si y/T? était une quantité réelle dont le carré fut égal à — 1 , 
on obtient pour résultats de nouvelles expressions imaginaires; et il peut être utile de 
signaler les relations qui existent entre les quantités réelles, comprises dans les expressions 
imaginaires données et dans celles qui résultent de leur combinaison. Pour retrouver 
plus facilement les relations dont il s’agit, on est convenu de regarder comme égales 
deux expressions imaginaires 
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P * 4 ~ 7 1 /~, P 4 - Q • 

lorsqu’il y a égalité de part et d’autre, i.° entre les parties réelles p et P; 2. 0 entre 
les coefficients de , savoir, 7 et Q. Cela posé, toute équation imaginaire u’est 

que la représentation symbolique de deux équations entre quantités réelles. Par exemple, 
l’équation symbolique 

(1) cos(a + p) + i/risin(a + p) = cosacosp— sin a sin p + (sin a cos [3 + sin [3 cos a) \/~i, 

dans laquelle a , P désignent deux arcs réels , équivaut seule aux deux équations réelles 

cos (a-f- p) = cos a cos p — sinasinp , 
sin(a-i-p) = sinacosp-f-sinpcosa. • 

Lorsque, dans l’expression imaginaire 

P 71/~ > 

le coefficient q de \/7l s’évanouit, le terme 7 \/~é est censé réduit h zéro , et 
l’expression elle-même à la quantité réelle p. En vertu de cette convention, les ex¬ 
pressions imaginaires comprennent, comme cas particuliers, les quantités réelles. 

Les expressions imaginaires peuvent être soumises, aussi bien que les quantités réelles, 
aux diverses opérations de l’algèbre. Si l’on effectue en particulier l’addition , la sous¬ 
traction , ou la multiplication de deux ou do plusieurs expressions imaginaires 
en opérant d’après les règles établies pour les quantités réelles, on obtiendra pour 
résultat une nouvelle expression imaginaire, qui sera ce qu’on appelle la somme, la 
différence, ou le produit des expressions données; et l’on se servira des notations ordi¬ 
naires pour indiquer cette somme, cette différence, ou ce produit. On aura, par exemple, 

(cos a 4- [/-i sina) (ctfep -f- \/T x sinp) = cos a cosp — sinasinp -f- (sinacosp -f- sinpcosa)j/ri, 

d’où il résulte que l’équation (1) pourra s’écrire comme il suit 



cos (“•+"?) + l/^sin (a * 4 * p) = (cosa 4- [/~i sina) (cosp 4 - l/~i sinp). 

En multipliant les deux membres de cette dernière équation par de nouveaux facteurs de 
la forme cos 7 4 - y/~ sin 7 , on trouverait généralement 

^ | cos (a 4 - P 4“ 7 "t* • ••) "4~ [/Z sin (a 4" P 4“ 7 4” •• 0 = 

(cosa 4- 9 j na ) ( CO sp _|_ sin^) (co S7 4. j/T, sin?)... , 


w 
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quel que fût le nombre des arcs réels a, p, y.... 

En vertu de ce qu’on vient de dire, si l’on désigne par a une constante réelle, et 
par x une variable imaginaire ou de la forme p 4- q , les notations 

( 5 ) « 4 -*» a — x > ax 

devront être employées pour représenter les expressions imaginaires 

( c ) « 4 -P + 7 > a —V — 


Si la constante a devenait imaginaire ou de la forme a 4 "Pv/-ï"> l es expressions 
imaginaires, représentées par les notations ( 5 ), seraient respectivement 

( 7 ) + — p + (P — q)V T * > *p — P? 4-(«?4-Pp)V' : i* 

Le produit de deux expressions imaginaires conjuguées , ou qui ne diffèrent entre elles 
que par le signe du coefficient de \/~ , se réduit, comme on l’a déjà remarqué dans 
la Leçon précédente, au carré du module de chacune d’elles, puisque l’on a 

(8) {p 4- <7t/") (p — 7l/~) —p’ 4~7 • 


Si l’on supposait en particulier p == cos a , q = sina , on trouverait 
(9) (cos a -j- y/Ti sin a) (cos A — \/T x s in a) = cos * a 4- sin 1 a = 1 . 

Diviser une première expression imaginaire par une seconde, c’est trouver une troi¬ 
sième expression imaginaire, qui, multipliée par la seconde, reproduise la première. Le 
résultat de cette opération est le quotient des deux expressions données. On se sert, 
pour l’indiquer, du signe ordinaire de la division. Cela posé, si l’on désigne par a et 
par x une constante et une variable imaginaires , c’est-à-dire, de la forme « 4- 
et p 4- q[/T? , on conclura sans peine de l’équation (8) que les notations 


(10) 



x 


et 


a 

x 


doivent être employées pour représenter les deux 


(>0 






expressions imaginaires 

«P + N . $p-*q _ 

p' + q' ~ t " p* + 0* 




Dans le cas particulier ou la valeur de x est de la forme 
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on tire de l’équation (9) 

( 12 ) 


x = cosa4“ [/~i sina , 


cosa + [/ 7 x sina 


= COSa— l/n sina . 


lue propriété remarquable de toute expression imaginaire p, e’esl de 
pouvoir se mettre sous la forme 

î*(cos« 4- l/Tsint) , 

r désignant une quantité positive, et t un arc réel. En effet, si l’on pose l’équation 
symbolique 

(i 3 ) r(cost 4 * l /~ s * n 0 —P + 7 1/7 , 

ou, ce qui revient au même, les deux équations réelles 

( 14) r cos t = p , r cos t — q, 

on en tirera 

p* 4 - q* = r a (cos 3 î 4 " sm’O = r*, 

(i5) r=i/{p'+ f/ ’) , 

et, après avoir ainsi reconnu que le nombre r doit coïncider avec le module de 
l’expression imaginaire p 4 - q \/^î , il ne restera, pour vérifier complètement les équa¬ 
tions (i4), qu’à trouver un arc t dont le cosinus et le sinus soient respectivement 


( t 6) 


cos t =' 


P 

V'p r +~ f >* 


sint = 


9 

l/p+T 5 


Or les formules (16) entraînent l’équation 


( 1 7 ) 


sin? q Æ 

tan e;t = -— — 

0 cos t p 


dont la racine la plus petite (abstraction faite du signe) est l’arc désigné par la notation 
1 

a rotang—. Soit 

~ P 


(.8) 


r = arctang — 
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la valeur générale de 


t sera 




na 
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(27) « = T±(2^+ j)ff. 

On peut observer encore qu’en vertu de la formule (i 5 ), réunie aux formules (22) ou 
(25), on aura , en supposant p > o , ^ 

(28) + =r(cosr-f- v/Tsinr) , 

et, en supposant p < o, 

(29) p + 7 i/rr = — r(co*ST + sint). 

Élever une expression imaginaire à la puissance du degré m (m désignant un 
nombre entier) , c’est former le produit de m facteurs égaux à cette expression. On 
indique la m me puissance de x — p-{-q\/~ par la notation x m . Si, pour plus 
de commodité , la valeur de x est présentée sous la forme 

( 5 o) x = r (cos* i/r 7 sin«) , * \ 

la valeur de x m se déduira aisément des principes ci-dessus établis, et sera donnée 
par l’équation 

(3i) x m = r m (cosm t -j- \Z“ sinmt). 

Dans le cas particulier où la constante p est positive, on peut supposer t = t; et 
l’on a par suite 

(52) x m = r m (cosmr[/-Tsiomr) * 

les valeurs des constantes r et t étant fournies par les équations (io) et (18). 

Extraire la racine n mt de l’expression imaginaire x = p-\-q\/~, ou , en d’au¬ 
tres termes , élever cette expression à la puissance du degré , c’est former une 

nouvelle expression imaginaire dont la puissance n me reproduise p-\-q^/~. Ce 
problème admettant plusieurs solutions, comme on le verra tout à l’heure, il en résulte 
que l’expression imaginaire x a plusieurs racines du degré n. Dans le cas où la 
constante p est positive, l’une des racines dont il s’agit est évidemment l’expression 
imaginaire à laquelle on parvient, quand on remplace, dans le second membre de l’é¬ 
quation (32) , m par — ; puisqu’on a dans ce cas 

j r ! cos ——\- y/rT sin — j j = r (cos " -f- l/^T sin ~) = x . 

# 
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Cette racine est celle que nous indiquerons par la notation x , en sorte qu’on aura , 
en supposant p > o , 

( 55 ) cc"= r fco 9 -f- sin —J • 

1 

Ajoutons que, si l’on emploie la notation ((te)) pour désigner indistinctement l’une 
quelconque des racines de x du degré w, on trouvera, en supposant p > o , 

( 34 ) cc = r(cosr-|- i/TTsinr) , 
d’où l’on conclura 

• i i i 

( 35 ) ((*))’= »\ i (co»-l-t-y’^sin ^-)' (tOj". 
et en supposant p < o , 

( 36 ) x =‘—r (cosr + i/T 7 sin«r) , 

.d’où l’on conclura 

( 3 ") {(x)) n =r^ cos -1 + ^sîn((-^-î));". 

En effet, il est facile de reconnaître qu’en élevant à la n me puissance le second 
membre de la formule ( 35 ) ou (37), on reproduit le second membre de la formule ( 34 ) 

ou ( 36 ); et d’ailleurs, pour s’assurer que toutes les valeurs de ((a;))" sont fournies par 
l’équation ( 35 )ou (37) , il suffit d’observer que, si l’on fait 


(58) 

1 

on en tirera, en supposant 

(5g) u 

et, -en supposant p<0 ; 

KHO) « 


((*))" 



_ X 

x ~ 

10 ftùiÏBnnoiloft-S 

X 


J — -f , — — «iirni! 

((>))'". 

■ - ■ ■ 

U-i))". 

i5 


1 
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Quant aux valours générales de ((»)) et de ((-— 1 )) , on le» obtiendra en cher¬ 
chant les valeurs de œ = r(cosi -J- ^/TTsinQ, propres à vérifier, i.° l’équation 

(40 x n =rz r n {çfi97it -J-. sinn*) =; i , 

2 .° l’équation 

(4a) fcV5s : r*-(coin*-f- '= 35 — 1 . 

Or on satisfera évidemment à l’équation (40* en prenant 
r n = 1 , r = 1 , 

• 2kit 

cosnt + \/~&mnt= 1 , qos»*==i, sjnni = o, ni^z^^kn, t = zk, - 

n 

et désignant par k un nombre entier quelconque; tandis qu’on vérifiera l’équatiQn 
(4a), en prenant toujours r n = 1 , r = 1 , et de plus 

cosnt-f [/~s\nl— — 1 , cosnt=—1, sinn*=o, nt—zh{ik-\- 1 )*y t=± 

On aura donc généralement 

a kir . ïkn 

(45) ((O) c=cos-—d=v/-i sm—-, 

et 

. r v- 

U \\ n (aA+ i)w . . (a k + \)ic 

(44) ((— 0) =?cos-i— -J- =4= t/-i sin-i—- 

Une remarque importante à faire, c’est que les équations (43) et (44).fournissent seule¬ 
ment, pour chacune des expressions ((O)"* ((—0) »' n va I eurs distinctes que l’on 
obtient, en prenant successivement pour k les divers nombres entiers compris entre 

les limites — — , -f- —- [voyez , pour de plus amples développements, ï* A n'a lyse al¬ 
gébrique, chap. VII]. 

■ _ I )) — V• . I = - - n » 

Outre les puissances entières et les racines correspondantes des expressions imaginaires, 
on a souvent à considérer leurs puissances fractionnaires ou négatives. Ces dernières ré¬ 
sultent d’opérations semblables à celles qui fournissent les puissances fractionnaires on 
négatives des quantités réélles. Ainsi, par exemple, pour élever l’expression imaginaire 
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xz=p-\-q \/~T à la puissance fractionnaire du degré ~ , il faut, en supposant la 

fraction — réduite à sa plus simple expression, i.° extraire la racine n mo de l’ex¬ 
pression donnée; 2. 0 élever cette racine à la puissance entière du degré m. Le pro¬ 
blème pouvant être résolu de plusieurs manières, nous désignerons indistinctement l’une 

quelconque des puissances de x, du degré , par la notation (<(*);) . Cela posé, 

si l’on élève à la puissance m me les deux membres de la formule (3t>) ou ( 37 )', on 
trouvera, 1 en supposant p > o , 


(45) 

((*))■=>•■ 1 

^cos ™ -+ s* 11 — 77 ) ((0)"* 

2. 0 en supposant 

p <0 , 


(46) 

((x)) T = r T 

^cos ^ 7T -f- v/“ sin T j ((— 1)) " 


Quant aux diverses valeurs de ((i)) n ou de ((— 1)) , on les obtiendra sans peine 

en élevant à la puissance m les deux membres de la formule (43) ou (44). et l’on 

reconnaîtra qu’elles coïncident avec les diverses valeurs de (( 1 )) ou de ((—i))" 
[voyez l’Analyse algébrique, chap. VII]. Ajoutons que , si la quantité p est positive , 

on obtiendra une valeur particulière de ((ce))" , en élevant h la puissance m les deux 
membres de la formule (33). Cette valeur particulière que l’on déduit de la formule ( 46 ), 

en réduisant (( 1 ))" à l’unité, sera désignée par la notation as", en sorte qu’on 
aura 

( 47 ) x n =r” ^cos ~ r -4- p/TT sin — rj . 

Élever l’expression imaginaire x à la puissance négative du degré — m, ou-- , 

ou —, c’est diviser l’unité par la puissance du degré m. ou —-, ou —.Le 

problème admettant une solution seulement dans le premier cas, et plusieurs solutions 
dans chacun des deux autres, on indiquera la puissance du degré — m par la no- 
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talion simple x ~ m , tandis que la notation ((a?)) ", ou ((a:)) représentera 

une quelconque des puissances du degré — —-, ou — Enfin l’on désignera par x 

ou par x " le quotient que fournit la division de l’unité par la puissance x ", 

ou x ". Cela posé , on tirera des équations (3i), (45), (46) et ( 47 ) > l>° quel que soit 
le signe de p, 

(48) x~ m — r ~~ m (cosmi — \/~ sinmi) ; 

2. 0 dans le cas où p sera positif, 

(49) ((*)) ’ = r 

(50) x — v " ^cos ~ sin ~ t) ; 

3.° dans le cas où p sera négatif, 

(5*) ((«)) " =r "^cos-^-r— s in-^-rj ((— 1 )) 

Quant aux diverses valeurs de l’expression (;(i)) ", ou ((— 1 )) * ", on recon¬ 

naîtra sans peine qu’elles coïncident avec les diverses valeurs de l’expression (( 1 );) , ou 
((— 0 )”- 

Il suit évidemment des formules (3a), (33) , ( 47 ) et (5o) que, si l’on désigne par a 
une quantité positive ou négative, entière ou fractionnaire, on aura, en supposant 
x=p -\-q\/7î , et p > o , 

(5a) x a —r“ {posai, 

Cette dernière équation ayant lieu toutes les fois que la valeur numérique de la cons¬ 
tante a est entière ou fractionnaire, l’analogie nous conduit h l’étendre au cas même 
où la valeur numérique de a devient irrationnelle. Alors l’équation dont il l’agit sert 
<1 fixer le sens de la notation x a ; mais il n’est plus possible de conserver dans le 
calcul les notations (( 1 ))“, ((a?)) a , à moins de considérer chacune d’elles comro* 
propre à représenter une infinité d’expressions imaginaires. 





ONZIEME LEÇON. 


Lorsque la quantité p devient négative, on ne voit plus, même en supposant frac¬ 
tionnaire la valeur numérique de a, quelle est celle des valeurs de l’expression ((ce))", 
que l’on pourrait distinguer des autres et désigner par la notation x a [voyez à ce 
sujet le premier article des Exercices de mathématiques pour l’année 1826 ]. Mais alors, 
— p étant une quantité positive, on trouvera, pour une valeur réelle quelconque de 
la constante a , 

(53) (—.'r) a = r‘ , (cosaT + V~ l s ‘ nûT )* 

Ajoutez que, si l’on désigne par a une quantité positive ou négative, entière ou frac¬ 
tionnaire, on aura, en supposant p > o , 

(54) ((#))“ = a; a ((i)) a , (55) ((0) fl = C0S2À:a7r+ sinaÀair* 

et en supposant p < o , 

(56) ((*))« = (- X) a ((-1))■, (57) tir 1 )) a = COS [(* fc + 1 ) sin{(a k+i)e *]> 

Considérons maintenant les six notations 


Si l’on attribue à la variable x une valeur réelle, ces six notations représenteront 
autant de fonctions réelles de x, qui, prises deux 5 deux, seront inverses l’une de 
l’autre, c’est-à-dire, données par des opérations inverses, pourvu toutefois que, A 
désignant un nombre, L exprime la caractéristique des logarithmes dans le système 
dont la base est A. fl reste à fixer le sens de ces mêmes notations dans le cas où la 
variable x devient Imaginaire. C’est Ce que je vais faire ici en commençant par les 
trois premières. 

On a prouvé que, dans le cas où la variable x est supposée réelle , les trois fonc¬ 
tions représentées par 

A x , sinav, cosx 


sont toujours développables en séries convergentes ordonnées suivant les puissances as¬ 
cendantes et entières de cette variable. On a en effet, dans cette hypothèse [voyez la 
9 .® Leçon], 

^='+7 m + [iM)r + -^3- [l Wl 5 + etc...,. 


(39) 
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(60) 

( 6 .) 


cosæ = 1 —-- -f- 


4 


1.2 1.2.5.4 


- etc... , 


• + 


1.2.3 ' 1.2.3.4.5 


4 - etc... , 


la caractéristique 1 indiquant un logarithme Népérien. De plus comme , en vertu des 
remarques faites dans la io.° Leçon [page 99 ), les séries qu’on vient de rappeler restent 
convergentes pour toutes les valeurs réelles ou imaginaires de la variable x, on est 
convenu d’étendre les équations ( 59 ), ( 60 ), ( 61 ) à tous les cas possibles, et de les con¬ 
sidérer comme pouvant servir à fixer, lors même que la variable devient imaginaire, le 
sens des trois notations 

A x y sinx, cosx. 

Observons à présent que, si, dans l’équation ( 59 ), on fait A =e [ç désignant la 
base des logarithmes Népériens], on en tirera 


(62) 


e x = 1 H- 1 -h etc... ; 

1 1.3 ‘ 


puis en écrivant successivement, au lieu de x , 

xï(A) , x[/TT , — x\/TT , 


(63) 


(64) 




x/~ 


= 1+-l/rr- 


-Xy/~ 


= 1 -— -- 1 -- 

1 12 1.2.3 


[/TT - 1 - etc.... 


On aura par suite 

(65) 

( 66 ) 


* Ki) 

t — A 1 , 

X 

c = cosx +\/~ sinx , 

W-“ _ . 

e = cosx— [/TTsinx, 


et l’on conclura des équations ( 66 ) 
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( fi 7 ) 


cosx 




sinx = 



* 1 /- 


la variable x pouvant toujours être réelle ou imaginaire. Cela posé, il sera facile 
d’obtenir sous forme finie les valeurs de c x , A% sinx et cosx, correspondantes à une 
valeur imaginaire pq l/7 de la variable x; et d’abord, en ayant égard ù la 
formule (67) de la g. e Leçon, on trouvera 


e W^ =P + 9t/ - + 1L&&L + i^)» +ctc „,, 

».a 1.2.0 


= eP(cosp + \/~ sinp) . 


On aura donc 

( 68 ) 


e* = ef(cosq -f \/~ sinç). 


De plus, la valeur de e x étant déterminée par l’équation (68), les valeurs des nota¬ 
tions 

(69) A*, sinx, cosx, 

se déduiront immédiatement des formules ( 65 ) et (67), et l’on reconnaîtra que ces no¬ 
tations doivent être employées pour représenter les expressions imaginaires 

1 AP\co$.q\[A) -f- \/TT sin.ql(A )], 

ef + e-f . e'f-e-t 

- -smp ^---cos p ,y/~, 

d+e-1 

---cqs/> — -^ - a — sio/>. v/-7 , 

Ajoutons que l’équation (68) peut être présentée sous la forme 
(71 ) e x =zeP.e^= r . 

Or, à l’aide de cette dernière et des équations (65), (66), on étendra sans peine ii des 
valeurs imaginaires quelconques des variables x, y, lés formules connues qui expri¬ 
ment les propriétés des fonctions e', A x , cosx, sinx. On trouvera, par exemple, 

( 7 a ) « x +r = 

( 7 3 ) A x+ r = A x .Ar, 



I*ô 
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I cos(æ-j-j) ~ cos;rcos ,y— sinccsinj, 

sm {x -f- y) = sinxcosj 4- siny cosa:, 

(~5) sin^—-œj=cosœ, cos (” — ;cj = $ina 3 , etc.... 

Concevons maintenant que l’on cherche les diverses valeurs réelles ou imaginaires de 
y et de s propres à résoudre les deux équations 

( 7 G) e y = x, (77) A‘r=x. 

Ces diverses valeurs seront les divers logarithmes de x calculés, 1 8 dans le système 
Népérien, 2 0 dans le système dont la base est A ; et représentés par l’une des no¬ 
tations 

!((*)), L ((*)). 

De plus, comme on aura, en vertu de la formule ( 65 ), 

* .1 {A) 

A =6 , 

il est clair que les inconnues y et z seront assujetties à l’équation de condition 
y=,l(A), OU * = TÇiÿ> 

en sorte qu’on trouvera 

C78) --\ 1 .X((*)) = ». 

Donc, pour obtenir les logarithmes de x dans le système dont la base est A , il 
suffira de diviser par 1 (A) les logarithmes Népériens de la même variable; et par 
conséquent on pourra se contenter de résoudre l’équation (76). Or, si l’on pose 

x = p + q v/“ et y = P-i r Q\/- , 

P, Q désignant, ainsi que p et q, des quantités réelles, l’équation (76) donnera 

e + Qs/ l = c (cos Q + \/~ sin Q) = p + 9> 
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puis Ton en tirera, 1° en supposant p>o, désignant par k un nombre entier 
quelconque, et ayant égurd h la formule (28), 

e (cosÇ-f ^/. lS inÇ)=r(cosT+iZ-sinT), 

P 

c =r 3 P = 1 (r) , 

cosQ + = cost -f- , cosQ = cost, sinQ = sin7, Q = r ziz zk* ; 

2. 0 en supposant p < o , et ayant égard à la formule (29) , 

P 

t (cos (J -j— \/”sinÇ) = — r(cosr + ^/_! sinr), 
e P z=zr , P = l(r), 

cosÇ-f- [/" sinQ = -(cosT- 4 - v/TT sinr),cosQ=-cosr, sinÇ=-sinT, 

On aura par suite, pour une valeur positive de p , 

( 79 ) 1 ((«)) = 1 (r) + T|/rr =b 2 kn V/T7 , 

et, pour une valeur négative de p, 

( 80 ) l((œ)) = l(r) 4 -t^± (2A:4- l)7rV/TT. 

Si l’on fait en particulier x == 1 ou x = — 1, on tirera de la formule (79) ou (80) 
(«O l((l))=dt2 Airt/ 7 , 

OU 

(82) 1 ((— 0)==fc [?k+ 1) »T|/rr, 

puis l’on conclura des quatre dernières équations, i.° en supposant p > o , 

(83) l((®)) = l(r)+Tv^r + l((i)); 

2.° en supposant p < o , 

( 84 ) ■((?)) = iM + T t /- + l((-l)). 

Dans le cas où la quantité p reste positive, le plus simple de tous les logarithmes de 
x * est celui qu’on obtient en faisant kz=. 0 dans l’équation (79), et l((i)} = o 

16 
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dans l’équation ( 85 ). Ce même logarithme qui, pour une valeur nulle de q , 9e réduit 
au logarithme réel de p , sera celui que nous désignerons par la notation 1 (a?), 
ensorte qu’on aura , en supposant p > o , 

( 85 ) l(aj)=l(r)-l-T V /T. 

Cela posé, on trouvera évidemment, pour des valeurs positives de la quantité p , 

( 86 ) }((*)) ==!(*)+ !((>)) . 
et pour des valeurs négatives de p , 

(87) ■((*)) =!(-*) + !((-1)). 


Déplus, si, p étant positif, on réduit les parenthèses doubles, renfermées dans le 
second membre de l’équation (78)*à des parenthèses simples, on obtiendra une valeur 
de L((x)), que nous désignerons par la notation L(x), en sorte qu’on aura 


( 88 ) 


L W=4Sf = LW + T(7T l/ '- 


Ajoutons que l’on ne fera jamais usage des notations l(x) ou L(x) dans le cas oh la 
quantité p sera négative. 

Après avoir calculé les divers logarithmes de l’expression imaginaire 

*=f> + 7t/~ » 

proposons-nous de trouver les arcs imaginaires dont le sinus est égal 5 x. Si l’on 
désigne par 

(89) arcsin ((*))= P * 4 " <?l/T 

l’un quelconque de ces arcs , on aura, pour déterminer P -4- Q\/~ » l’équation 

(90) sin (P -f- Q [/“) =X== P 9 \/~ » 

ou, ce qui revient au même, la suivante, 




sin P + 




cos P. \Z~ — /> -H 7 v/~ « 
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laquelle se divise en deux autres, savoir. 


<9‘) -:-sin P = p, 


c <?-«-(> 


- cos P = c 


p' _ r __ 

sin* P cos* P * 


A ces dernières on peut substituer le système équivalent des deux formules 

(92) » q =-A- + -J—, <r ç =_£_ 1 _. 

De plus, si l’on élimine Q entre les formules (92), on en tirera successivement 

( 93 ) 

(94) cos^p—(1— p* — 7*)cos*P — <7* = o; 

puis, en observant que cos'P est nécessairement une quantité positive, 

2 r\\ , ) *} (ï£Li:y. r 

On aura par suite 

(96) sin“P = 1 — co»»i> = -li£li2!- y/j , 

ou, ce qui revient au même, 

( 97 ) sin*P: 


P* 


*+p'+ 7 1 




et, comme, en vertu de la première des équations (91), sin P et p devront être des 
quantités du même signe, on trouvera, en extrayant les racines carrées des deux mem¬ 
bres de la formule (97), 


( 98 ) 


sinP = - 


i±^ + ^[(^±2L)V]jï • 


Cela posé, si l’on fait, pour plus de commodité. 
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(99) 


(% = arcsin ■ 


on tirera de l’équation (98) 

(. 00 ) , 

k désignant un nombre entier quelconque; et de la première des formules (92) 

(10,) + • 

D’ailleurs, l’équation (93) devant être vérifiée quand on y pose 

/>== T ± (® — vj* 2 *’" 

on en conclura 
(102) 


P* _ q\ _ 

P 4. * \ 

(P 7 \ 

sin a <£ cos a <£ 

^ sin cos£ J 

\ sin^P cos (£ ) 


et par suite 

^ 10J ) * *(sin^p cos^) ^ ( sincos^)’ 

Il en résulte que la valeur de Q pourra être présentée sous la forme 

< io4) Q=±l (i£®+-^ î)- 

11 importe d’observer i.° que , dans la formule (io4), on fcvra toujours réduire le double 
signe zfc: h celui qui affectera le binôme $— ~ dans l’équation (ioo^, a.° que la 

valeur trouvée de Q pouvait se tirer de la seconde des équations (92) aussi bien que 
de la première. En substituant cette valeur de Q avec la valeur générale de / J dans 
la formule (89), et faisant, pour abréger. 




on aura définitivement 
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(106) arcsin ((a:)) =-^ ± ^ —-jj ± 2 Æît . 

Parmi les diverses valeurs de arcsin ((ce)) que fournit l’équation précédente, la plus 
simple est celle qu’on obtient en posant k = 0 , et en réduisant au signe 4- le 

double signe qui affecte le trinôme -—-. Nous la désignerons à l’aide 

parenthèses simples, et nous écrirons en conséquence 

( * 07) arcsin (a?) == ^ -f- sj^/TT * 


ou même, en supprimant tout-à-fait les parenthèses, 

( 108) arcsin x = <£ 4" • 

D’autre part, si l’on observe que ±2£7 t4 --^- représente un quelconque des arcs 

qui ont l’unité pour sinus, on reconnaîtra que l’équation (106) peut être mise sous la 
forme 

( 109) arcsin ((x)) = dt ^arcsin X — - ~) 4- arcsin (( 1 ) ). 


11 serait facile d’exprimer la quantité ^ en fonction de p et de q . En effet, 
si l’on remplace P par dans les formules (98) et (q 5 ), on en tirera, en obser¬ 
vant que cos^ est essentiellement positif, 


(1 jo) 


sin £=- 


cos<£= - 


: œ. +k /[(^£±L)v]ji 

_ VjF _ 


^+|/[(^)V J|î 


Donc l’équation (io 5 ) donnera 


(111) S) = 


+ 
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1*6 

ou t ce qui revient au même , 

(»>) %= 

le double signe devant être réduit au signe -1- 011 au signe —, suivant que l’on 

aura q = \/^ ou q = — v/ÿ*", c’est-à-dire, suivant que la quantité q sera 
positive ou négative. 


=hl 




Dans le cas particulier où l’on a q — o , les formules (99) et (112) donnent 


<£ = arcsin • 


(n3) 






On trouve par suite, en supposant />* < 1 , 

(114) <£ = arcsin/), ^j=±l(i) = o; 


et, en supposant p* > 1 , 


( 11 5 ) <£ = arcsin = arcsin (± 1 ) , 9 = =hl[y7* + ] • 

Vp * ^ 

Dans la première hypothèse, la formule (108) se réduit, comme on devait s’y attendre, 
à l’équation identique 

arcsin/) = arcsin/) , 

et la formule (106) devient 

(116) arcsin ((/»)) — db. farcsin p -± ikn. 

Dans le second cas, la quantité ^ admettant non plus une seule valeur, mais deux 

valeurs égales et désignés contraires, le second membre de l’équation (108) cesse d’être 
complètement déterminé. On doit donc alors s’abstenir d’employer la notation arcsin/) ; 
mais on tire des équations (106) et (ii5), i.° en supposant p > 0 , 
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(* > 7 ) arcsin ((/>)) = ~ =fc 2** d= v/- 7 I(p + j/—) ; 

2. 0 en supposant p < 0 , 

( ll8 ) ai* c sin((p)) = ^-±(a/c± i)*±: ^“1(— P +1/~). 

Dans le cas particulier où l’on a p = o , les formules (99) et (112) donnent 
( n 9 ) ^ == arcsin (o) =3 o , I (f + |/ 7 + 7 ). 

Par suite, les formules (106), (108) se réduisent à 

(120) arcsin(( 7 V / “)) = -^d=2A7rq= j-1■— \Z 71 (?+t/^ 77 )| , 

(121 ) arcsin(9v/ 7 ) = |/TT 1 (7 + l/^TT). 

Considérons maintenant les arcs imaginaires dont le cosinus est xz=p + q\/TÏ. Si 
l’on désigne par 

( 122 ) * = arccos((œ)) 

l’un quelconque de ces arcs, on aura, pour déterminer z , l’équation 
( l2 ^) cos Z = x . 

D’ailleurs la première des équations (y 5 ) donnera 

2 4 ) cos5 = sin . 

Donc l’équation ( 1 23 ) pourra s’écrire comme il suit 


(ia 5 ) 

Or on tirera de cette dernière 



(126) 


~ —* * = arcsin ((»)) * 


Donc les diverse^ valeurs de 


= arccos ((*)) seront déterminées par la formule 
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( 127 ) arccos((x)) = ~ — arcsin((æ)). 

Parmi ces valeurs, il en existe une qui mérite d’être remarquée, savoir, celle qu’on 
obtient, en remplaçant, dans le second membre de la formule (127), les doubles pa¬ 
renthèses par des parenthèses simples. Nous désignerons encore, à l’aide de parenthèses 
simples, la valeur dont il s’agit, et nous écrirons en conséquncc 

(128) arccos(x) = — — arcsin(x) , 

ou même, en supprimant tout-à-fait les parenthèses, 

n 

(129) arccosæ = --arcsinx . 

Cela posé, on tirera évidemment de l’équation (108) 

(130) . arccosx = ~ — £—» 

les valeurs des quantités £ , ^ étant toujours déterminées par les formules (99) et 
(111). De plus on conclura de la formule (109), combinée avec les équations (127) et 

( 12 9 ) » 

(, 5 1 ) arccos((x)) =dbarccosa;±arccos(i). 

Considérons en particulier le cas où l’on a q = o. Alors, si l’on suppose p' < » » 
l’équation (i3o) se réduira, comme on devait s’y attendre, à l’équation identique 

arccosp = arccosp , 

et la formule ( 1 5 1 ) deviendra 

(152) arccos ((p)) — zhükndb arccosp . 

Si l’on suppose, au contraire, p 2 > 1 , la quantité Q acquerra deux valeurs égales, 
mais de signes différents, et l’on devra par suite s’abstenir d’employer la notation 
arccos p ; tandis que l’on tirera des formules (117)» (118) et (127), i.°en supposant 

P > 0, 


(.35) 


arccos((/>)) =zt 2 k-pp [/7i \(p -f- \/p'- x ) » 
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•/.° en supposant p < o , 

(i 34 ) arccos ((;>)).= q =(2 A ± 1 )*^ v^U—P 4- i/^~) . 

Dans le cas ou l’on suppose p = o , on tire des formules ( 120), ( 121 ), et ( 127), 

( 1 55) arccos((<7i/“ )) ==£ 2 /ctt ± j -V/”l (7 "H l/F+T) j » 

(i36) arcco s(q[/~) = — \/~ 1 (7 + v/^+T) • 


Nous avons précédemment observé que les formules (72), (73), (74), (75), etc.. 

qui expriment les propriétés connues des fonctions A *, cosaî, sinæ , .... peuvent 
être étendues à des valeurs imaginaires quelconques des variables x , y. Si l’on con¬ 
sidère, au contraire, des formules dans lesquelles entrent les fonctions inverses 


l(a;) , L(x) , arcsinæ , arccosa; , 

on trouvera le plus souvent que ces formules, étendues au cas où les variables deviennent 
imaginaires, ne subsistent qu’avec des restrictions considérables. Par exemple, si l’on 
fait 

(137) x = p+q\/~, ^ = + , z=p t + q a ÿ~ , etc...; 

et, si l’on désigne par a une quantité réelle quelconque, la formule connue 

(1 38 ) L(a>) + L(j) + L(») + ... = L{xyz ...), 

subsistera seulement dans le cas où, p , p 1 , p % ... étant positifs, la somme 
( 1 3 g) arctang 4- arctang y- 4“ arctang y- 4- etc.*. 

restera comprise entre les limites-— , 4- ~ » et la formule 


L(£c“) = aL(x) , 


a arctang — 


(i 4 o) 

dans le cas où le produit 

(140 


7 
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sera compris entre les mêmes limites. Ajoutons que, si, dans l’équation (i 38 ), on 
remplace les parenthèses sin.ples par des parenhèses doubles, la formule ainsi obtenue 
savoir, 

(142) L{(xjz ...)) = L((a?)) - 1 - L((j)) + L((z)) 4.,.. , 


devra être considérée comme exacte , parce qu’à chacune des valeurs du second membre 
on pourra faire correspondre une valeur égale du premier. Quant b la valeur générale 
de L((ar fl )), elle se déduira immédiatement des deux équations 


(i43) 


L((**)) 


>((«*)) 
\{A) ' 


M(* a ))=î((« aK ' ) ))=al(®)±2^ l /7, 


A désignant un nombre entier quelconque, et le produit (141) étant toujours renfermé 

entre les limites — — 4. JL 

2 2 

Pour terminer ce que nous avions à dire sur les valeurs que prennent les fonctions 
simples de la variable x , quand cette variable est imaginaire, il nous reste à chercher 
ce que deviennent les expressions 


L(x) 

lorsque les constantes a , A cessent d’étre réelles. Or, si l’on étend la formule (5a) 
au cas où, la partie réelle de x étant positive, l’exposant a devient imaginaire 
cette formule suffira évidemment pour fixer, dans le cas dont il s’agit, la valeur de là 
notation x". Nous admettrons désormais cette extension de la formule ( 5 a); mais 
nous cesserons d’employer la notation x*. toutes les fois que la partie réelle’de la 
variable x sera négative. Quant à la notation ((x))*, on ne peut en faire usage, 

lorsque I exposant a n'est pas réel, à moins de la considérer comme propre h repré- 
scriter une infinité d’exprcssîoqs imaginaires. 

Supposons maintenant que la constante A se présente sous la forme 
(» 44 ) A = tx + py/~ f 

a, P désignant des quantités quelconques. Dans ce cas, si la quantité « e^L posi¬ 
tive, il suffira , pour fixer le sens de la notation A*, de concevoir que la formule ( 65 ) 
continue de subsister. Alors, en faisant, pour abréger, 
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(• 45 ) p = [/(«’ 4 - P*) » « = arctang— , 

on trouvera 

A = p (cosu v/^sinu) , I {A ) = 1 ( P ) + u yfa , 

A x = e xX M+”V r ' = e x] M. e vx V ri , 

et par suite 

(1 46 ) A* = p x (cosu£c+ vAT s * nu£B ) • 

On arriverait au même résultat, en remplaçant, dans la formule ( 52 ), 

x — r(cosr + [/~ s * nT ) P ar d = P ( cosu + V/” s * Dy ) * et a P ar x ’ 

Si, dans le premier membre <le la formule ( 65 ), on remplaçait I ( A) par 1 ((A )), 
l’expression qui en résulterait, savoir, 

* 1 ( 00 ) 
e , 

offrirait une infinité de valeurs que l’on pourrait toujours calculer, quel que fut d’ailleurs 
le signe de la partie réelle de la constante A . Donc, si l’on admet dans le calcul la 
notation ((^))*> il faudra la considérer comme propre à représenter chacune des 
valeurs dont il s’agit, et par conséquent une infinité d’expressions imaginaire*. 

Quant aux notations 

L{x) , L((®)), 

L indiquant un logarithme pris dans un système dont la base A est imaginaire , elles 
désigneront nécessairement des valeurs de z propres à vérifier l’équation (77), et par 
conséquent elles ne devront être employées que dans le cas où l’on pourra faire usage 
de la notation A ‘, c’est-à-dire, lorsque la partie réelle de A sera positive. 11 est 
d’ailleurs aisé de s’assurer que, dans ce même cas, les valeurs des notations L((œ)) , 
L(x) se déduiront à l’ordinaire des formules (78) et (88). 

Il est aisé de voir comment les formules connues , qui expriment les propriétés des 
fonctions x a , A*, L(sc), doivent être modifiées lorsque les constantes a, A de¬ 
viennent imaginaires. Par exemple, si l’on fait 


-=p, + q,\/~ .... 


x—P+<n/-i. y=p. + <i.\/~. 
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la formule (i 38 ) et la suivante 

.(* 47 ) x a y a z a ... = [xyz ...) a 

subsisteront seulement dans le eas où , p * p t , p* . étant positifs, la somme (1 3 g) 

restera comprise entre les limites — — , -}- ~ . Au contraire, si la partie réelle de 
A est positive, la formule 

(148) A x A’ r A*...=A x +r+ t — 

subsistera sans aucune modification pour toutes les valeurs possibles réelles ou imagi¬ 
naires des variables x , y, z .... Il est encore facile de s’assurer, i.° que , si l’on fait 

a = a + Pl/ : » f a; = r(cosT-j-y/r,sinr), 

a , p , p désignant des quantités réelles et t un angle renfermé entre les limites 

-— , -f- — , la formule (i4<>) subsistera seulement dans le cas où le binôme 

2 2 

(1 4 9 ) «T + pl (r) 

restera compris entre les^jafemes limites; 2.° que la formule (i4a) subsistera pour des 
valeurs quelconques des'variables x , y, z ... , et les formules (i43) pour toutes les 
valeurs de x qui offriront une partie réelle positive. 

Les valeurs que prennent les fonctions simples d’une variable x , quand cette va¬ 
riable devient imaginaire, étant fixées, comme on vient de le voir, on déterminera faci¬ 
lement les valeurs que peuvent prendre des fonctions composées d’une ou de plusieurs 
variables réelles ou imaginaires. Parmi les fonctions de cette dernière espèce, il en est 
quelques-unes que l’on rencontre souvent dans l’analyse. Telles sont, par exemple, 
les quatre fonctions 

(1 5 0) tanga;, cota;, séca;, coséca;, 

que l’on peut considérer comme composées et définies par les formules 

sina; cosa; i 

(lui) tanga; ==-, cota:= — : -, séca: =-, coséca; 

Cosa; sina; cosx 

Tels sont encore les arcs de cercle dont la tangente, la cotangenlc, la sécante ou la 
cosecante seraient représentées par x. Pour faire voir comment on peut fixer les 
valeurs des arcs dont il s'agit, désignons par 


î 

sina; * 
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(iÔ2) 3 = arctang((æ)) 

l’un quelconque de ceux dont la tangente est égale à x , On aura ^ 

i erY^-i 


(i 53 ) æ = tang« = - 


^ +e ^V=r,) s/ 7 l 


V «”*= 7+1 ’ 


puis on en conclura 
(. 54 ) 

et par conséquent 


« = 


l+x\/~l 


2 -j /7 = 2 {T ,.arctangæ = 1 ((7^7=-)) = 1 ((1 + æ V~)) -• ((> — *V/~)), 
ou , ce qui revient au même, ^ 

(. 55 ) arclapg(H) = -t^)) . 


Observons d’ailleurs que, dans le cas où la variable x reste réelle, l’équation (i 55 ) 
subsiste, lors même qu’on y supprime les doubles parenthèses. Alors en effet on tire de 
l’équation ( 85 ) 

1 ( 1 + a;|/rr) = -^-1(1 +x') + \/T l arctangæ, 1 (î -æy/^) = -i- 1 (i +æ’) - i/T arctangæ, 
et par suite 

( 156 ) arctangæ as \/- l )~H 1 ~ X V 0 

Or il suffit évidemment d’étendre celte dernière formule au cas où la variable x de¬ 
vient imaginaire, pour fixer, dans ce dernier cas, le sens de la notation 

(i 5 j) arctangæ. 

C’est ce que nous ferons désormais. On trouvera donc, en prenant x = p -J- q y /77 , 


(. 58 ) arctangæ = ; 

2{/-l 

puis on en conclura, en supposant 7* < i , 

(. 5 9 ) arc tanga = -1 jarcUDg + arctang-^ j+-^-l |: ^ ( ( | ‘^ ) ) ‘ j . 
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Si l’on supposait, au contraire, 7* > 1 , il faudrait renoncer à se servir de l’une des 
notations 


*('— 9+pt/?). H< + ?— rV~)- 

et par conséquent de la notation arctangx. 

Lorsque la condition 7* < 1 se trouve remplie, chacune des différences 

*(C 1 +*1/m)) — I ( 1 4 ’ X V~) * KO — aV“)) — 1 (1 — 

est de la forme 


dz s/crr^/., , 

k désignant un nombre entier, et par suite la différence 
arclang((æ)) - arclang* = 

2 V/*> 

est de la forme 


±tk*. 


On a donc alors 

(1G0) arctang((;r)) = arctangx db A * , 

ou, ce qui revient au même, 

(161) arctang((a;)) = arctanga; + arctang((o)). 

Lorsqu’on suppose en même temps p = o et q' < 1 , on tire de la formule (108) 

(162) arctang(7v/- 7 ) = +q) = 1 [-jzjj ’ 

Après avoir déterminé, par la formule (i 55 ), la valeur de l’un quelconque des arcs qui 
ont x pour tangente, on en déduira sans peine la valeur de l’un quelconque de ceux 
qui ont x pour cotangente. En effet, si l’on désigne par 

(i 65 ) z = arccot ((x)) 

l’un de ces derniers arcs, on aura 



COS Z 1 

sin* tangz 
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et par suite 


ou, ce qui revieut au même. 


>(&)• 


arccot((æ)) = arctang^—j j . 


Lorsque, dans le rapport ~ , le coefficient de [/TT a une valeur numérique plus 

petite que l’unité, alors, en supprimant les doubles parenthèses dans le second membre 
de la formule (164), on obtient une valeur particulière de arccot((cc)) que nous dési¬ 
gnerons par arccotcc , ensorte qu’on aura 

(if> 5 ) arccotcc = arctang - 1 - . 

Par des raisonnements semblables à ceux qui précèdent, on pourrait encore ramener 
la détermination des arcs qui ont x pour sécante ou pour cosécante, à la détermi¬ 
nation des arcs dont on connaît le sinus ou le cosinus, et l’on établirait les formules 

(166) arcséc((x)) = arccos^-Lj) , (167) arccoséc((£c)) = arcsin ((v)) ■ 

(168) aresée* = arccos , (169) arccoséc* = arcsin (-1). 
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Concevons que l’on étende les définitions que nous avons données- pour les différen¬ 
tielles et les dérivées des variables et des fonctions réelles , au cas même où ces variables 
et fonctions deviennent imaginaires. Alors, en partant des principes exposés dans la 
Leçon précédente, on déterminera sans peine ces différentielles et ces dérivées, ainsi 
qu’on va le faire voir. 

.l’observerai d’abord que, si l’on représente par 

(0 i = a -f” Pl/** == p(cosv -f" l/âsinv) 

une expression imaginaire infiniment petite, a, ( 3 , p , u désignant quatre quantités 
réelles dont les trois premières soient infiniment petites et la quatrième positive, on 
aura, en vertu des formule^' (6*) et (Ci) de la onzième Leçon, 

i +-—+ ——=- + ••• = i +-^-(cosv + i/“ sinv) + —(cos2w+i/rTsin2u)+..., 
I 1.2 1 : 2.3 1.2 * V ' 1 . 2.3 V V ' 

' Î T‘ == 1 — TXT + ••• = ’— 7X3 (oo5!1 '' + V/"® 1113 '") -t- 

Or on tirera de ces dernières, en faisant converger la quantité p , et par conséquent 
l’expression (î) vers la limite zéro, 

(a) lim ———" = i > ( 3 ) lim-^p-» i # 

puis, en remplaçant i par 11 (^) ,' on trouvera 




et par suite 

( 4 ) 


DOUZIÈME LEÇON. 


Hm 


-=iM). 


A désignant une constante réelle ou une constante imaginaire dont la partie réelle soit 
positive. De plus, si l’on fait 

1(1-W) = /, 

on aura 

1 ( 1+0 1 

7 — e l -\ I J * 

ou lim. 1 (î -f-1 )* = i ; 


et par suite 

( 5 ) 

puis on en conclura 

( 6 ) 


■h» iüiiU*,. 


Hm (î -j- 1 *)‘ = c . 


Enfin, comme, dans le cas où la partie réelle de la constante A est positive, on tire 
de l’équation (88) de la onzième Leçon 


L(i 4 - *) = 


i(i+0 

H 4 ) ’ 


la lettre L indiquant un logarithme pris dans le système dont la base est A, 
aura , dans ce môme cas, 


(7) 


lim 


Mi+0 


i .. i(i+0 i 


Les diverses formules qui précèdent s’accordent avec celles que nous avons données dans 
les Préliminaires, lorsque l’expression infiniment petite désignée par t se réduit h 
une quantité réelle. Mais il était important de s’assurer quelles subsistent, lors même 
que t devient imaginaire. Ajoutons que, si l’on représente par = t l’accrois¬ 
sement infiniment petit d’une variable imaginaire x , la dérivée de la fonction 


c’est-à-dire, la limite vers laquelle converge le rapport 
t 
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__ /(*+<)-/(a?) 

A a; < * 

tandis que i s’approche de zéro, pourra toujours être désignée par la notation 


y' <> u /'(*)• 

Quant aux différentielles dx , dy, elles ne seront autre chose que des expressions 
imaginaires dont le rapport sera équivalent à la dernière raison des accroissements in¬ 
finiment petits ax , A y, et par conséquent des expressions imaginaires liées entre 
elles par l’équation 

—y ', ou dy—y'dx. 


Or, en vertu de cette équation, la différentielle dy sera complètement déterminée, 
quand on aura fixé la forme de la fonction y — f{x) et la différentielle dx de la 
variable indépendante. Mais cette dernière différentielle restera entièrement arbitraire , 
et pourra être une expression imaginaire quelconque. 

Cela posé, en faisant usage de raisonnements semblables à ceux que nous avons em¬ 
ployés dans la première Leçon, et ayant égard h la formule 


(8) 


L(e) = 


He) 

\{A) 


\{A) ’ 


on trouvera, i,° pour des valeurs imaginaires quelconques de la variable x et de la 
constante a, 


d (a -f- x) = dx , d(a — x) = — dx, d(ax)=adx, d =- - » 

(q) 1 d.c x — c x dx, 

i dsinæ = cosxdx = sin (x -J- — j dx, dcosx= — sinxdx=i cos [x -f--— j dx ; 


2. 0 pour des valeurs de la constante A dont la partie réelle sera positive, 


(îo) d. A x = A X \{A) dx ; 

3 .° pour des valeurs de x dont la partie réelle sera positive, 
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(n) d.x a = ax a ~'dx , (12) dL(aj) = L(c)— , 

et, pour des valeurs the x dont la partie réelle sera négative, 
(i 4 ) d.(-x) a = -a(-x) a ~ 1 dx, (i 5 ) dL(-æ)=L(e) — , 


(i 3 ) d\[x) = — . 


(16) d\{-x)=— , 


De plus on tirera de l’équation (86) ou (87) [page 122] combinée avec la formule (i 3 ) 
ou (16), 

(. 7 ) rfl((*))=V* 


dx T . . dx 
= L ( e ) — ' 


et de la formule (78) [page 120] , 

(«») dL ^=mr^ 

On établira encore sans dilficirfté les deux premières des équations (i 3 ) de la page 20, 
savoir, 

dx , dx 


(t9) 


d tanga; = 


cos* a; 


d cota: = - 


et l’équation (10) de la page 21, savoir, 

(.20) dY{y) = Y\y)dy, 

y étant une fonction quelconque de x \ puis on déduira immédiatement de cette 
équation la plupart des formules contenues dans les pages 22 et 23 , avec quelques-uues 
de ces mêmes formules légèrement modifiées. On trouvera en particulier 

( d[a+y) = dy, d{—y)=—y, d[ay)=ady. 


(21) 



dy_ 

, etc... 

( 

\yl y 


y 


(22) 

si nxdx 



cos xdx 

cos * x 

acosecæ — 


sin*# 

De plus, si l’on pose 






y==x a , 


i 
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»(M) = i((*‘))=«i((*))s 

puis, en différenciant et ayant égard à l’équation (17), on retrouvera, comme à l’or¬ 
dinaire [voyez la page 22], les formules 

dy ^ dx dy_ ^ 21 a-m\ 

y x dx x 

et par conséquent la formule (11). 

De même, si l’on prend 


on en conclura 


y = arctang((cc)) , ou y = arccot((a?)) , 


langj = x , ou co ly = x , 


puis, en différenciant, et ayant égard aux équations (19), on obtiendra la formule 

dy = cos i ydx, ou dy = — sin *ydx, 
de laquelle on tirera 

( 23 ) darctang((a;)) = ““~r » ou darccot((*).) —-. 


Si l’on posait au contraire 


y = arcsin ((ce)) , 


en en conclurait 


siny = x , dy - 


D’ailleurs, si, dans la première des équations (74) de la page 120, on remplace x 
par — y, cette équation donnera , pour une valeur quelconque réelle ou imaginaire 
de la variable y , 


cos 'y -f sin’jas 1 . 


On aura donc, dans le cas présent. 


3 J — 1 — sin*^ == 1 — x a , cos y = ((1 — »*))’, 



D’ailleurs , si l’on suppose 


*=/> + ÿ l/-« » 
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p , q désignant des quantités réelles, la valeur de arcsinæ sera donnée par la for¬ 
mule (108) de la Leçon précédente, ou 

y =s= arcsinæ = (£ + , 

$ , ^ désignant des quantités réelles dont la première vérifiera les équations (110) 
de la même Leçon. En conséquence la partie réelle de 

cos. r = cos(£ + ^iA‘) ~ ~ (e?L + e‘^)cos£ — ~ (e^ — e^)sin<£. . 

savoir, 

—■ (e^ + e'^Ocos#, 
sera une quantité de même signe que 

COS @ 

c’est-à-dire , une quantité positive. Donc, si, dans le premier membre de la formule (24), 
on remplace les parenthèses doubles par des parenthèses simples, on devra en même 

temps réduire l’expression ((1 — X *)Y . à celle de ses deux valeurs qui offre une partie 
réelle positive. Si, pour fixer les idées, on prend æ = 7 y/ 7 ? , on trouvera 

d. arcsinoi/TT = , 

V /l +‘7 1 

ou, ce qui revient au même [voyez la formule (121) de la Leçon précédente], 

rfl (* + V 77 ^') = J/^T • 

puis on en conclura, en substituant la lettre x à la lettre 7 , 

( 3 o) d\{x + v/ 7 + 7 7 ) = ~ÿ== • 

Il serait facile do vérifier directement cette dernière équation. 

Dans le cas particulier où, la variable x étant réelle, la valeur numérique de cette 
yariable surpasse l’unité, aucune des deux valeurs de l’expression 
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((»-«■»■ 

n’offre une partie réelle positive, puisqu’elles se réduisent respectivement à 


(*’ — i)VT. —(»•—!)ys » 

Mais alors aussi l’expression arcsinæ doit être bannie du calcul [voyez la Leçon pré¬ 
cédente, page 126], et par conséquent il n’y a plus lieu de chercher la diflérentielle de 
arcsinæ. Ajoutons que, dans le même cas, on tirera de l’équation (22) combinée avec 
la formule (117) de la précédente Leçon , 

dx 

(31) d. arcsin((x)) = d= {/^d\(x + ’) = =*= y/—' • 

On peut d’ailleurs vérifier l’exactitude de l’équation ( 3 i) en établissant directement la 
formule 

_ dx 

(32) d\[x + y/x'-i ) — ‘ 


Quant à la différentielle de l’expression arccosæ , elle se déduira immédiatement 
de l’équation (129) do la Leçon précédente. On aura donc, dans tous les cas, 

(33) cfarccosæ =— darcsinæ. 

Soient maintenant s, u, v, w .. diverses fonctions de la variable imaginaire 

x, et As, Au, A-o , Au>,... les accroissements simultanés que reçoivent ces mêmes 

fonctions, quand on attribue à la variable x un accroissement infiniment petit, réel 
ou imaginaire, savoir, A£c = t. Si la fonction s est la somme de toutes les autres . 
en sorte qu’on ait • 

(34) * = « + «4- «»4- ••• , 

on trouvera successivement 

A$= Au -f- + ••• * 


et 


As Au A v 
àx A# 



* 


puis on en conclura, en faisant converger Asc vers la limite zéro 
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( 35 ) 

et par conséquent 

( 36 ) 


ds du dv 
dx dx Hx 


dw 

~dï + “* ’ 


ds — du -{- dv 4 - div 


Remarquons d’ailleurs que l’équation ( 35 ) peut être présentée sous la forme 

(37) s' = u' 4- v' 4 - w ' -h. 

Des équations ( 36 ) et ( 3 j ), comparées à l’équation ( 34 ), il résulte que la différentielle 
ou la dérivée de la somme de plusieurs fonctions est la somme de leurs différentielles 
ou de leurs dérivées, dans le cas même où la variable x devient imaginaire. En 
partant de ce principe, on pourra évidemment étendre au cas dont il s’agit la plupart 
des formules établies dans la seconde Leçon. Ainsi, par exemple, on trouvera, en dé¬ 
signant par m un nombre entier, et par a, b, c,...q,r des constantes imaginaires, 

( 38 ) d (au 4- bv 4 ~ cw 4 - •••) =adu 4 - bdv 4 * cdw 4- ... , 

(39) d(ax"‘ bx m ~' 4-... -{-qx-\-r) = [max m ~ l -\-(m — i)ax m ~' 1 4 -q]dx. 


De plus, comme on aura généralement 

!((««...)) =!<(«)) 4 - ■((*)) + ■«»)) + . 

on en conclura, en différenciant, 


d(uvw...) 
uvw... 



et par suite 

( 4 o) d[uvw ...) = uvw 

On trouvera en particulier 

(40 d (uv) — udv 4- vdu , 



d[uvw) =vwdu -j- wudv 4 " uvdw , 


et 


d (—] =d(u— ] = — du 4- ud — = — —te — , 
\v J \ v J v v v v * 



ou plus simplement 

( 4 *) 
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J u \ _ vdu-udv 

\v J~ v a 

De même, comme, en supposant la partie réelle de u positive, et désignant par k 
un nombre entier quelconque , on aura 

1 ((«-)) =vl(«) ±2^1/17 ; 

on en conclura 

l^lL=v — +\{u)dv , 

U v u 

et par suite 

( 43 ) d.u v — du - 4 -l(u)<Èü j . 

Si, dans la formule ( 43 ), on remplace v par — , on trouvera , en supposant tou 
jours la partie réelle de u positive , 


( 44 ) 




Enfin , si, dans les formules ( 4 i) et ( 44 ) » on prend u=zv'==x , et si Ton suppose 
la partie réelle de x positive, elles donneront 

i i _ I (x) - 

(45) d.x x —x*[i-{-\(x)]dx , d.x x = ——— x x dx. 


Nous ne pousserons pas plus loin ces calculs; et, pour terminer la douzième Leçon , nous 
dirons ici quelques mots sur les différentielles et les dérivées du second ordre ou des 
ordres supérieurs, relatives aux fonctions d’une variable imaginaire. 

Comme une fonction y ou f{x) de la variable imaginaire x a pour différen¬ 
tielles d’autres fonctions f{x) et f'[x ) dx de cette même variable, il est clair qu’on 
peut déduire de f{x) une multitude de fonctions nouvelles dont chacune soit la dif¬ 
férentielle ou la dérivée de la précédente. Ces fonctions nouvelles sont ce qu’on nomme 
les dérivées ou les différentielles des divers ordres de y ou /( x ). On indique les 
dérivées des divers ordres à l’aide des notations 


ou 


/> 


y'"* 


y™. 


»9 
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f'(x), /», ,/<■>(*). 

et les différentielles des divers ordres de la fonction j' à l’aide des notations 
d’j, d 3 J, .... d n y. 

Cela posé, en raisonnant comme dans la troisième Leçon, on obtiendra immédiatement 
les formules 

dy —y'dx, d*y —y^dx 2 , d*y =y'"dx*, ... d n y =y (n >dx n , 

qui subsistent dans le cas même où la variable indépendante x et la différentielle dx 
deviennent imaginaires. De plus on étendra sans peine au cas dont il s’agit les diverses 
formules établies dans la troisième Leçon, par exemple, les suivantes 

d n e*-=z t x dx n , d'*sina? = 8in(a;-4" \m:)dx n , d n casx = cos(x-{-'-nrt)dx n , 
d n x a —a{a -1).. [a-n-\-i)x a ~' n dx n , d n \{x) = (-i) w ~ 1 — il dx n , etc..., 

V 

et l’on trouvera encore 

pour J—f{x + à) t y 00 = f w 4 - a) , d n y = /<"> [x 4 - a) dx n ; 

pour y = f(ax), y w == a n f™[axj \ d n y — a n / c "> [ax) dx n , 

etc.... 
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Relations qui existent entre les fonctions d'une variable imaginaire x\ et leurs 
dérivées ou différentielles des divers ordres. Développements de ces fonctions suivant 
les puissances ascendantes de x , ou de la différence x — a , dans laquelle a 
désigne une valeur particulière de x. 


Soient 

(•) x = p -f- 9 V~ 

une variable imaginaire, et f(ce) une fonction de cette variable. Soit en outre 

(2) r =l/(/>* + 9*) 

le module de la variable x. La valeur de x pourra s’écrire comine il suit 

( 3 ) as = ?*(cos< 4 - v/^sinj) , 
t désignant un arc réel; et, si, dans la fonction 

( 4 ) f(a>) =f[r (cos« -J- i/“sin*)] , 

on considère le module r comme seul variable, cette fonction pourra être présentée 
sous la forme 

(5) ?( r ) + V~ x X ( r ) » 

<p(r), x(r) désignant deux fonctions réelles de r. Cela posé, si l’on différencie plu¬ 
sieurs fois de suite par rapport à r l’équation 

(6) f [r (cos 1 4 - V /-1 sin 01 = f ( r ) 4 - V 7 ' Z (»’) > 

en ayant égard aux principes établis dans la Leçon précédente, on trouvera 
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(cos 1 +1/.1 sin0 f' [r (cos f + siu f )] = ? '(r) -f j/T, x '(r) , 

(cosf+|/r;_sinO*f*[r(co8f + v/ri5inl)]== Ÿ # (r)4.|/T lZ # ( r ) , 

etc...J ; ^ 

et généralement 

( 8 ) (cosf-f- |/r t jinr)"f( a )[r(co 8 ^ 4 > l/-‘îsinï)] = <p< n >(r) + V*Z w (r) > 

w étant un nombre entier quelconque. Concevons maintenant que les fonctions 

f(») . f» • ... £<*“■>(*) 

s évanouissent toutes pour une valeur nulle de cc , en sorte qu’on ait 

(9) f(o)=o, f'(o) = o, ... f<*— 0 (q) -s-o. 

On tirera des formules (7), en y posant r — o, 

(i°) y (o) + V/-1x( 0 )=« , y'(o) + V/T, x '(o) = o , ... *<»—0( 0 ) + V/Hx^-OCo) = o > 

puis on en conclura 

(“) ÿ(o)=o, ÿ'(o)=o, . Ÿ c«—0( 0 ) = o, 

et 

( la ) x(o) = 0 , x'(o) = ° j . x ( " -0 (°) = °. 

D’ailleurs, si les fonctions 

(i 5 ) f(œ), t'\x) . f «—*>(»), f <*>(«) 

sont continues , par rapport à te , dans le voisinage de la valeur x — o , les fonc¬ 
tions 

. ,, j ?( r ) > ?'( r )» . ?<"—*(r), Ÿ (n) ( r ) , 

(» 4 ) 

( x'(r), . x c "7°( r )» Z«(r), 

seront elles-mêmes continues, par rapport à r, dans le voisinage de r = o; et la 
formule (9) de la page 55 donnera , au moins pour des valeurs de r positives mais 
inférieures 5 une certaine limite A , 
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8., 8, étant deux nombres plus petits que l’unité. Par suite, l’équation (6) donnera 

(.6) f[r(cos ( + ^-sint)]= + V/'x W (M]- 


Pour que cette dernière formule subsiste entre les limites r o , r 
évidemment que, les fonctions (i 3 ) étant continues, par rapport h * , 
le module r reste compris entre ces limites, le rapport 


= k , il suffit 
dans le cas où 


f (g) _ <?M + l/ r ix(r) 

(* 7 ) x n ~ l r n ~ l (cost+ [/~i sin<) n—I 

s’évanouisse avec r. En effet, comme ce rapport est équivalent au produit 

(18) [cos(n— i)* + [/~sin(n — i)t] £-^7- 4 - 7^r] » 

il ne pourra s’évanouir pour une valeur nulle de r, à moins que cette valeur ne vé¬ 
rifie la formule 

j±L + ^7^=0, 

r"-, v r n ~ l 

et par conséquent les deux conditions 

_ïirL = „, j£L = o. 

Or si ces conditions se trouvent vérifiées pour r = o, elles entraîneront les équation, 

(..) et (.a) [v#z la cinquième et la sixième Leçons]. Donc alors les formules ( 1 5 ), et 
par suite la formule (16) subsisteront entre les limites r = o , r = h. 

Pour que la variable x devienne infiniment petite, il est nécessaire. et il suffit que 
le module r soit lui-mème infiniment petit. Or on trouvera, dans cette hypothèse , 
en admettant que ?«(») . X°°(o) conservent des valeurs finies, et désignant par 
*, p des quantités infiniment petites , 

f 00 (r) = f »(o)+«, Z w ( r ) = X w («) + P • 


(>S>) 
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Par conséquent la formule (iG) donnera 

(20) f[r(co S ( + i/Tsin<)] = — [?W(o) + |/^ z «(o) + « + % l^T]. 

D’ailleurs on tirera de la formule (8), en y posant r = o , 

( 21 ) ? (, °(P) + V /: *X <,,;) ( 0 ) = (cosf-f-v/r 1 sinf) ,, fC / 0(o) , 

Donc, si l’on fait, pour plus de commodité, 

a + p l/r, / _ 

Fos' + t/'.siixj" = ( t ' + fV / - , )( c °s»' — »/-■ sinn«) , 

( 23 ) f[r(cosf + t/TTsinQ] = I> 8, + [fW( o) + /], 

ou , ce qui revient au même, 

f(a)= cf w (o)+/]. 

Dans celle dernière équation, 1 désigne une nouvelle variable qui s’évanouit avec 

X. On peut donc énoncer la proposition suivante. 

Supposons que, les fondions (lï) étant continues, par rapporta x, 
dans le voisinage de ta valeur particulière x = o , s’évanouissent toutes avec x 
excepté la dernière f«(x), et que f«(o) conserve une valeur finie. Alors, si 
Ion attribue à x une valeur infiniment petite, on aura 

W) f(x) =-- — - CfW(o) + /] , 

1 désignant une expression imaginaire qui deviendra nulle en même temps que la 
variable x. 7 

Dans le cas où la variable x reste réelle, l’équation (,4) peut être immédiatement 
déduite de la formule (18) [page 5i]. 

Sou maintenant J (x) une fonction de x , qui conserve une valeur finie, aussi 
p.t es déi ivées d un ordre inférieur ou égal à n , pour une valeur nulle de x ; 
et supposons d’ailleurs-que, pour des valeurs de x imaginaires ou de la forme 


(22) 1 = 

on aura encore 


r(cos* 4- i/rTsin l) , 
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les fouctions 

(*S) /(«). /». /*(«),... /<"» 

restent continues entre les limites o et i du module r. Si, en considérant ce 
module comme seul variable, on désigne par <p(r) , x(f’) deux fonctions réelles de r, 
propres à vérifier l’équation 

(26) f [r (cos t -f- iTi sin*)] = ? (r) + V 7 ' x( r ) » 

on aura, pour une valeur entière de m , 


( 2 7 ) 


(cos t [/Z sin[r (cos t -f- [/~i sin/)] = (r) -f- ^/Ti ^0*0 (r) , 

(cosf + V/^ 8 * n 0"/’ c, " î ( o ) == Ÿ ( " ,J ( o ) + l/nx w (°). 

D’autre part, la formule (8) de la huitième Leçon donnera entre les limites r = o, r=k. 


(28) 


* M = 1 (°)+ -f t» + 77j »'(«)+•• + ■ , » 0,-0 (o) + TYsYr (9 ' r) 

' X<»~) = »(<>) +{^X»+~+ x (: — ) ( o )+- ,^ n x^(8,’-) 


0., 0 a désignant deux nombres inférieurs à l’unité. Par suite on tirera de l’équation (26) 
combinée avec la seconde des formules (27), 

(* 9 ) /[r(cost + tZ-sint)] =/(«) + r( ” /» +. 


.+ + T&Z**» + •«« • 

ou, ce qui revient au même, 

( 3 o) f(x) = /(o) + ± /'(o) + /'( o) +.+ (o) 

a?" ?W(ô,r) + |/r lX C« (0,r) 

1 .2.3. ..n (cost+ v/-~, siii/)" * 

Il suit de la formule ( 3 o) que la fonction f[x) peut être considérée comme composée 
d’une fonction entière de x, savoir, 






i ~ri 
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(30 /(o) + f /'(») + —/'{/>) + •..+ ■ 

et d’un reste, savoir, 

g" T W(8, r ).n/:, x W(fl,r) _ 

' ' 1.2.5... m [cost + \/~\ sin/)" 

Lor.ojuo ce reste décroît indéfiniment pour des valeurs croissantes du nombre entier n , 
la série 

( 33 ) /(o), y/'(«), etc.... 

est convergente, et la somme de celte série est précisément la fonction f{x) , en 
sorte qu’on a 

( 34 ) f{x) = /(o) + ± /'(o) + -il /"(o) + etc.... 

L’équation ( 34 ) n’est que la formule de Maclaurin étendue au cas où la variable x 
devient imaginaire. 

Concevons encore que, la lettre a désignant une valeur particulière de la variable 
x , les fonctions ( 25 ) conservent, pour x = a , une valeur finie, et restent conti¬ 
nues tant que le module p de la différence x — a demeure compris entre les li¬ 
mites o et k Alors, si l’on fait 


(35) x — a — z = p(cosu -|- \/~\ sinu) , 

•j désignant un arc réel , et 

(36) /(« + *) =/[« + o (cosu -f l/r, sinu)] = *(pJ-H l/~i X(p), 
on trouvera 

I (cosu {/~i sinu)«yc«)[a -|-p (cosu \/T v sinu)] = -f" V~ l xC "°(p) > 

(cosu + [/r, sinu ) m f™{d) = «^(o) 4- X<"0(o) ; 

De plus, comme la formule ( 8 ) de la page 70 donnera 
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( 38 ) 


| • to = *«+7♦'("> + T7 t '(°> + " + (0)+ 7ES3r* W(9 ' f) ’ 

[x( f .)=x(o)^ X '(o)f-C x >)H-f ,.,^r(i-.r ^"~ ,>(o l + Ti^r xW(l> ’ p) ' 

O,, 0 3 étant deux nombres inférieurs h l’unité, on tirera de 1 équation ( 3 G), combinée 
avec la seconde des formules (37), 

/[a -f- p (cosu -f- y/~ sinu)] — 

( 3 9 ) î /(«) + p(C0Sa+ r SlH /'(«) +...+ /"-’M 

H- ç —I> c ">(®<f) 4* 

1.2.3. ..71 

ou, ce qui revient au même, 

(40) f[x) =/(«) 4- -^-/'(«) 4- /» 4-- 4- )"/ c,, “ 0 ( a ) 

(sj-b)" »^(6,p) + y/riXW(0,p) 


+ - 


(cosu + yi] sinu)'* 


En vertu de la formule ( 4 o), la fonction f{x) peut être considérée comme composée 
de la fonction entière 

(4.) /(«)++ &=£■. /*w+- + /'■->w - 

qui se trouve ordonnée suivant les puissances ascendantes de x — a, et d’un reste 
représenté par le produit 

Q v-a)* tW(8,p) + t/".X»)(8 lP ) 

(4 2 ) 1.2.5... n (co8ù+ [/~i sinu)" 

Lorsque ce reste décroît indéfiniment pour des valeurs, croissantes du nombre entrer n , 
la série 


( 45 ) 


x-à 


/M ■ —- /'M » 


(x-ay 


/*(«) , etc.. 


20 
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rsl nécessairement convergente, et l’on tire de l’équation (4o) 

M 4 ) /W =/(«) + —/'(«) + /*(«) + etc.'.. 

ou, ce qui revient au même, 


( 45 ) /(« + *)=/(«) + Y /'(«) + ~ /'(<*) + CIC... . 

Si , dans colle dernière, on remplace a par x et z par h , on obtiendra la suivante 


( 4 «) /(* + *)=/(«) + i. /'(*1 + -AA /'(*)+etc... _ 

c est-h - dire, la formule de Taylor étendue au cas oii la variable x et son accroisse¬ 
ment h deviennent imaginaires. 

Lorsque, dans l’équation (4o), le module p devient infiniment petit, le rapport 


diffère très-peu du rapport 


* w (0,p) + j/7 l xW(Q,p) 
(cosu + [/~i sinuj' 1 


(cosu + -i sinu)" J \ 


Donc, si l’on pose alors 

(47) ♦ w (t,f)txM(> l> ) 


(cosu + \/-i sinu)* 


=/ w («)+/. 


7 sera, ainsi que x — a, une expression imaginaire infiniment petite, et la formule 
(4o) donnera 


( 48 ) /(x) =/(«) + -^/'(«)+... («) + -AfAil [/«(„) + /]. 

puis on en conclura, en faisant x — a = t , 


( 49 ) /(*+*) =/(«)+ -/'(«) + ... + 


i.a.3... (n-i) 


/C-0( a) + . 




Si, dans I équation (49), on remplace a par x , on se trouvera immédiatement 
conduit h la proposition suivante. 
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Tnâor.ÈME 2. Supposons que Con attribue à la variable x une valeur , dans le 
voisinage de laquelle les fondions ( 25 ) restent continues, et à la variable imaginaire 
i une valeur infiniment petite. On aura 

t 


(S») /(»+ «WM + 7 f'W +- + ..ôl'li-.T ^ T.1, («)+/]• 


/ désignant une expression qui deviendra nulle en môme temps que i. 

Celte proposition comprend évidemment, comme cas particuliers, le premier théo¬ 
rème et celui que nous allons énoncer. 

TitioREME 5 . Supposons que Con attribue à la variable imaginaire x une valeur 
dans le voisinage de laquelle la fonction f{x) reste continue, ainsi que sa dérivée 
J'(x) , et à la variable imaginaire i une valeur infiniment petite. On aura 


( 5 0 


f{x 4- i) = f(x) 4- *[/'(*) + /] » 


/ devant s’évanouir avec i. 

Exemples. Si l’on prend successivement pour f(x) les fonctions 
e x , sincc, cos as, x % , x*,* I (as) , arclanga? , etc..., 

on tirera de la formule (5i) 

(5a) «*+•' = ** 4 - i(« x + /), 

(53) sin (os4— ê) = sincc —J— t(eot>a? —f- ^) » (54) cos [x -f- *) — 008x — *( s ‘ ux '!)• 

(55) (as 4 - i)’ == * 4 + * (56) [x 4“ i) 1 *— x* 4" i(^x^~ l + f) * 

( 5 7 ) 1 (cc -J- i) == 1 (as) 4 t|“ + ^) . ( 58 ) arctang(a>+i) =arctangas+» 

etc. 

Lorsque plusieurs termes de la suite 

(Sy) /'(<*) . /'(«) • /*'(«) • e,c -- ' 

s’évanouissent, alors, en admettant que / <n) ( rt ) s0 ‘ l premier de ceux qui diffèrent 
de zéro, on tire de l’équation (49) 
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(Go) f(a + «•)=/(«) -f [/<"> («) + /). 

On peut donc encore énoncer la proposition suivante. 

1 hIcoreme 4« Supposons que les fondions (a5), continues par rapport à x dans 

le voisinage île la valeur particulière x = a , s'évanouissent toutes avec x _ a 

excepté la première /( x) et la dernière /<"> [x). Admettons en outre que f{x) 
et /<** (æ) conservent, pour x = o, des valeurs finies : alors, si l'on attribue à 
la variable i une valeur infiniment petite , on aura, pour x~a , 

(g . ) , /(*+■')=/(*) + „ fy« (*) + /], 

/ désignant uns expression imaginaire qui deviendra nulle en meme temps que la 
variable i. 

Concevons h présent que, la variable x étant imaginaire , on nomme fl le module 
de la fonction f{x) ; en sorte qu’on ait 

M f{x )= il(oosT + [/TisinT) , 

T désignant un arc réel. Soient d’ailleurs Ml , A T les accroissements que reçoivent 
les quantités II, T, quand on attribue h la variable x l’accroissement infiniment 
petit 

(G5) ' A x — i = p (cos y + wnu). 

On fixera aisément, h l’aide de la formule (5i) ou (Oi), la valeur approchée de A/?. 
En effet, on tirera de l’équation (62) 

(84) (R + A il) [cos ( T -f A T) + xTi »in ( T A T)] = /(« + i) • 

puis en combinant celte dernière avec la formule (5i) , nommant //, le module de 
f\x) , et représentant par T t , a , p des quantités réelles propres h vérifier les 
équations 

(65) 

(GG) * 


on trouvera 


f'{x) = il,(cosT, +1/7, sin T,) , 
f (cos y \/^i sinv) = a -j- p[/Ti , 
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i {R-\-Mi)[cos(T + bT)-\-[/7 l sm(T-\-i>T)]=R(cosT+[/7 iS \nT) 

^ ( 4“ P [rti[ cos ( y + T*) + l/^x sin-f- ï T i)] + «-h^V / '*| » 

ou, ce qui revient au même , 

( (/J-fA/î)cos(T-hAT) = /îcosr4->[7î I cos(y + T I ) +«], 

m 

( (/î -f- A7?) sin (T AT) = 7î sinT-{- p[iî,sin (u -|- T,) 4“P1 • 

De plus, si l’on combine entre elles, par voie d'addition, les formules (G8), après avoir 
^élevé chaque membre au carré, et en faisant, pour abréger, 

(G©) V — 2 Æ (*cosT -J-^sinT) -j-p | [71,cos (y -f- T,) 4" “] a ■+■ [Tii sin(v -\-T t ) 4-p]* ] » 

on en conclura 

{70) (71 4-AT?)* = 71* 4“P [2 7? 71, cos (v _j_ y, _ T) -f-y] . 

Cela posé, comme les valeurs de a, (3, 7, déterminées par les formules (GG) et (69), 
seront infiniment petites, on tirera de l’équation (70), en extrayant les racines carrées 
positives des deux membres, ayant égard à la formule (55), et désignant par J une 
quantité qui s’évanouisso avec le module p , 

(7 1 ) /f + ^« = » + f[2«/î.cos(v + r.-r) + 7 ](_I_+ #). 

Dans cette dernière équation qui suppose 7?* > o , le produit 

[ 2 /?/?, cos (y + T, — T) 4" 7 ) —h 

diffère très-peu du suivant 

71,008(^4“T, — T). 

Donc celte même équation pourra être présentée sous la forme 

( 72 ) A 71 ?= p [ 71, cos (y 4 - T, — T) 4 - »] „ 

désignant encore une quantité infiniment petitej cl par conséquent le produit 
fr 3 ) p 71, cos (y 4 -T, — T) 
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fera la valeur approchée de l’accroissement ^R , c’est-à-dire que le rapport de cet 
accroissement au produit ( 7 3 ) différera très-peu de l’unité. On doit seulement excepter 
le cas où 1 on attribuerait à la variable x une valeur qui rendrait nulle ou infinie l’un 
des deux modules R , /?, , ou, ce qui revient au même, l’une des deux fonctions 
f(x) , f'{x ). 

Supposons maintenant que, pour une valeur donnée de x , les fonctions 

( 74 ) /»> /'(*).. 

s’évanouissent, mais que f{x) et f w (x) obtiennent des valeurs finies différentes 
de zéro. Alors le produit ( 7 5 ) sera nul, ainsi que le module R, de f'{x). Mais, si 
l’on désigne par R n le module de f< n >{x) , et par T n , « , p des quantités 
réelles propres à vérifier les équations 

(? 5 ) (*) = R n (cos T„ -f ÿ 7 x sin T n ) , 

( 7 6) /(cosu -f- [/~i sinu)" = <*4“Pi/-» t 

on tirera des formules (64) et (6i), combinées entre elles, 

(R + A R) [cos [T + *T ) + sin (T + AT)] = R {cos T -f- j/TT sin T) 

+ - , 2 f 5 „ „ ■ J *.[««•(». + r„) + v/Tsin (n„ + T,)] + « + f ,/- j , 

ou, ce qui revient au meme, 

1 ( 7 ? ~\~ A/?) cos (T + AT) 3= /?cos 7 '-|--[ 7 ?„cos(no -j- 7 ’„) -f- «] , 

i. a. 3... n ' 7 . 1 * 

(/? 4 - A/»)sin ( 7 -f- AT) = 7 ?sin T 4 - — -[/?„sin(n y -|- T n ) - 4 - èl ; 

i.2 ,ô...n ' / i r j » 

puis, en substituant les équations ( 7 8) aux équations (68), on obtiendra , au lieu des 
formules (6y) , ( 7 o), (72), de nouvelles formules, que l’on peut déduire des premières 

en remplaçant le module a par la fraction -- R par R n , et le binôme 

1.2.3.../! 1 

v 4 “ 7 '» par le binôme wv-f- T n . Donc, en supposant R' > o , et désignant tou¬ 
jours par w une quantité infiniment petite, on aura 
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(79) aÆ ~ fi - co, ( n “ + r. — r) + »]. 

Pur conséquent, dans l’hypo thèse admise, le produit 

(80) . —— cos (n » + r„ — T ) 

1.2.3...?! 


sera la valeur approchée de l’accroissemenl A B , c’est-à-dire que le rapport de cet 

accroissement au produit (80) différera très-peu de l’unité. 

Lorsque, pour une valeur donnée de x , la fonction f[x) s’évanouit avec son 
module R , et qu’en môme temps la première des fonctions (2 5 ) qui diffère de zéro 
conserve une valeur finie, on lire des formules (68) ou (78), 1,° en supposant //,» > 0 , 


( 8 .) 


l A/î.cos(T + AT) = P [iî l cos(u-f T,)4-«], 
( Afi.sin(T+ AT) =p[/? I sin(u + T.)+p], 


a.* en supposant 

/J„_, = o et /?„” > o. 


| A/?, cos ( T -f A T) — t 2 P 5 [R n cos (nu -j-L) 4. z ] , 

(8s) 

[ s*n ( T + A 7’) = —^ - [/?„sin (n„ + 2*.) + É>3 . 

On en conclura, par des raisonnements semblables à ceux dont nous nous sommes servi» 
plus haut, que l’accroissement A R du module B peut être, dans le premier cas 
présenté sous la forme 

(83) 4R = P (fl, + o,), 

et dans le second cas, sous la forme 

w> lS =7£r‘"’+“)' 


W désignant, dans l’une et l’autre hypothèse, une quantité infiniment petite. 
Pour que l’accroissement de la variable œ , savoir. 


A» = i = p (cosv -f- p/., srau) 
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soit infiniment petit, il est nécessaire et il suffit que le module p de cet accroisse¬ 
ment soit lui-même infiniment petit, l’arc « pouvant d’ailleurs être une quantité finie 
quelconque. Or, si l’on détermine cet arc de manière à vérifier l’équation 

( 85 ) CO s(u-f 7’,— 7’)=— î , 
ou bien la suivante 

(86) cos (nv-j- T, — 7’) =— 


ce qui aura lieu, par exemple, si l’on prend 

(87) v = 7 r 4 - r — r,, 

ou bien 


( 88 ) 

ni 


(2m + i)ir+T-T n 

y = ---, 

n 

désignant un nombre entier inférieur h n , on verra la formule (72) sc réduire à 


(89) = — p(/? t — ») , 

ou la formule (79) se réduire à 


(9°) 


*R = 


_ 

1.2.3. 


(/?„-»). 


De plus, la valour de \x donnée par l’équation ( 65 ) prendra l’une des formes 
(91) iæ = — f[cos( 7 ’— T,) + j/Tsin [T — T ,)], 


T I amt 1 J7T1-Z ~ J. n . y— • 

(92) A a; = pi COS —--- {-ÿ-xSin- 

D’ailleurs, en vertu de la formule ( 89 ) ou (90), l’accroissement A/? du module R 
aura pour valeur approchée la quantité négative 

R. 


( 93 ) 


-P/?,, 


( 94 ) 


Donc cet accroissement sera négatif , et l’on pourra énoncer la proposition suivante. 

5. e Théorème. Supposons que les fonctions («5) restent finies et continues dans le 
voisinage d’une valeur de x qui ne réduise pas la fonction f[x) à zéro. Faisons 
d’ailleurs 
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f{x) = R (cos T + |/rr sin T) ; 

et soit 

/ w (*) = /?„ (cos + ^/“sin T n ) , 
le premier terme de la suite 

/'(®)* /"(*)» f"'{ x ) > etc..., 

qui ne s'évanouisse pas pour la valeur donnée de x. Enfin concevons que, p dé¬ 
signant une quantité positive très-petite, on attribue à x un accroissement tsx dé¬ 
terminé par la formule (91) ou par la formule (g2), suivant que l'on aura n = 1 , 
ou n> 1 . La valeur correspondante de A R sera négative , c’est- à dire que, le 
module de 

/(cc+Aaj) 

deviendra, pour de très-petites valeurs de la quantité p , inférieur au module de 

/(*)• 

Au reste, pour que le module de f(x-\-\x) devienne inférieur au module de 
f[x), il n’est pas nécessaire de supposer la valeur de Ax déterminée par la formule 
( 91 ) ou ( 92 ), et il suffit d’assigner à l’angle u, dans la formule (63), une valeur propre 
h rendre négatif le dernier facteur de l’expression (y3) ou ( 80 ), savoir, 

cos(u-f 7\ — T) ou cos (nu -\-T n —T). 

Or c’est une condition qu’il est toujours facile de remplir, attendu que ce facteur change 

de signe, tandis que l’angle v reçoit un accroissement égal à ^ ou à —. 

n 

En terminant cette Leçon , nous ferons observer que , dans beaucoup de cas, les rela¬ 
tions établies par les formules ( 6 ) , ( 26 ), (36) entre les fonctions désignées par les lettres 
f, / et les fonctions réelles ?(r) , x(r) » * (p) , x (p) continuent de subsister quand 
on remplace \/~ par — \/ZT . C’est en effet ce qui aura généralement lieu si la 
fonction f(æ) ou f{x) se présente sous forme réelle, c’est-à dire, si elle ne renferme 
pas dans son expression le signe y/~ . Ainsi, par exemple, si l’on prend pour f[x) 
l’une des fonctions simples représentées par les notations 

a-\-x, a — x , ax , , x", A x , h[x) , 

sin#, cosx, arcsinx , arccosæ, 
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ou l’une des fonctions composées que l’on peut exprimer en combinant ces mêmes no¬ 
tations , l’équation (26), dans laquelle r désigne le module de x , s un arc réel, 
et <?(r) , x{r) deux fonctions réelles de r, entraînera généralement la suivante 

( 94 ) /[r(cos«—• i/TTsin«)] = ?(»•) — \/~x{r) 

On aura donc alors 


(95) 


f \T (cos t+ |/“isin0]+/[ r (cos t- , 

<f [r) =---, et 

, v f [ r (cos t + \/~i sin ^)] - yfr (cos t - \/~i sin f )] 

X ^ 2\/Z 
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Sur la résolution des équations algébriques et transcendantes. Décomposition des 
fondions entières en facteurs réels du premier ou du second degré. 


A l’aide des principes établis dans la treizième Leçon, on peut aisément démontrer 
la proposition suivante. 

Théorème. Soit /( x) une fonction de x, qui reste finie, et continue, ainsi 
que scs dérivées des divers ordres , pour toutes les valeurs finies réelles ou imaginaires de 
x , et qui devienne toujours infiniment grande, lorsque le module de la variable x 
devient infini. Supposons d'ailleurs que les dérivées de f[x ) ne puissent s'évanouir 
toutes à la fois. Il existera une ou plusieurs valeurs de x , réelles ou imaginaires , 
et propres à vérifier l'équation 

(i) /-(*)= o* 

Démonstration. Soient r etü les modules de la variable x et de la fonction 
f(x) , en sorte qu’on ait généralement 

^ x — r (cost -+• v/-> 8,n 0 

et 

^3) f( x ) = f\r (cost v/" sin <)3 = R (cos T + {/~sin T) , 

t, T désignant deux arcs réels. Comme , en vertu de l’hypothèse admise, la fonction 
f(x) devra rester finie pour toutes les valeurs finies du module r, et devenir tou- 
jours infiniment grande pour r = oo; il est clair que le module B remplira les 
mêmes conditions. Il est aisé d’en conclure que, parmi les valeurs de B , il en exis¬ 
tera une plus petite que toutes les autres , et correspondante h une ou plusieurs valeurs 
finies de x. J’ajoute que cette plus petite valeur de B sera précisément égale à zéro; et 

en effet .toutes les fois qu’une valeur finie de x produira pour la fonction /(x) un 

module différent de zéro , on pourra , en vertu du théorème 5 de la Leçon précédente, 

attribuer <i x un accroissement infiniment petit ix, tel que le module de /(x + éx) 
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devienne inférieur à celui de f{x). Donc alors le module de f(x) n’aura pas la 
plus petile valeur possible. Par conséquent, lorsque les conditions énoncées dans le théo¬ 
rème i. er seront remplies , la plus petite valeur de R sera nulle, et les valeurs finies de 
x qui correspondront à une valeur nulle de R vérifieront l’équation (1). 

Le théorème i. er s’applique immédiatement aux fonctions entières delà variable x. 
En effet, soit f{x) une fonction entière du degré n , c’est-à-dire de la forme 

(4) f{ x ) = a o&" -4~ a l x n ~" -f- a y x n ~" 1 4*... -|- a n _,£C -4“ a n , 

n désignant un nombre entier, et a 0 , a, , a a ,.... a„_,, a n des constantes réelles 
ou imaginaires dont la première ne pourra être nulle. Cette fonction f{x) restera 
finie et continue, ainsique ses dérivées des divers ordres, pour toutes les valeurs finies 
réelles ou imaginaires de x ; et sa dérivée de l’ordre n , savoir, 

( 5 ) /(«>(*)== ,.2.5... n.«. 

sera constante, mais différente de zéro. De plus, si l’on représente par p 0 , p, , ... p„ 
es modules des coefficients a 0 , a, , ... a n , et si l’on pose en conséquence 

( 6 ) 0 o =po(cosT o 4 -l/r,sinT o ) , a, =0,(0087,l/risinr,) ,... fl„ = p„(cosT„ -{-l/“i sin-r„) , 
on conclura de l’équation ( 4 ) , combinée avec les formules (2), ( 3 ), ( 6 ), 

(7) jR(cosT- 4- l/'-'isinT) = p 0 r" [cos (n* + r 0 ) + y/T x sin(n* t 0 )] 

-f-p,*-"-* |cos[(n — 0* + T «] 4" l/“isin[(n — -f.p„[cosT„-f- \/~\ sinr„] , 

ou, ce qui revient au même, 

RcosT = p 0 r r, cos(nt -f- t 0 ) + pir B -‘cos[(n — i)t -f- ... p„ cost„ , 

( 8 ) 

TîsinT = p 0 r B sin(af -f-r 0 ) +Pi r ' , ” a S'u[(« — 0 * 4 " T i] + 4 -p n sinT„ . 

On trouvera par suite 

(9) R* = | p 0 r B cos (nt -j- r 0 ) 4-p,r n -* cos [(n — i)f 4" T i] 4" ••• -f-pnCOSr„} a 

+ {por n sin(nf -f-r Q ) -f- p,r B “ I sin[(n — i)t 4- t,] 4- ... 4 " p/.sinr n } a . 


ou plus simplement 



QUATORZIÈME LEÇON. 


i65- 

( 10 ) jr_r"| ro v| 3 P»P- cos ^ +T »- T 0 1 _P» a + ap 0 paCQS(af+ 7 0 -r a ) ^ \ . 

Or, si l’on attribue au module r de la variable x des valeurs infiniment grandes , 
le premier des deux facteurs , que renferme la valeur précédente de R *, croîtra indé¬ 
finiment, tandis que le second s’approchera d’une limite finie et différente de zéro, 
savoir, de la quantité p 0 a . Donc la valeur de R 3 et sa racine carrée ou le module 
R de la fonction f[x) deviendront infinis ainsi que la fonction elle-même. Donc, 
en vertu du théorème i. er , il existera une ou plusieurs valeurs réelles ou imaginaires de 
x propres à vérifier l’équation 

(11) a a x n +a I £c n ” 1 + a a £c"“* -f* ... + a n ^ t x a n = o. 

On doit seulement excepter le cas où l’on aurait 

n = o , f{&) = «o » 

et dans lequel toutes les dérivées de f{&) deviendraient nullcs. 

Soit maintenant x a l’une des valeurs réelles ou imaginaires de x propres à véri¬ 
fier l’équation (n). La fonction entière f{x) sera divisible par le facteur linéaire 
x — x a ; et si l’on effectue la division, l’on obtiendra pour quotient une autre fonction 
entière qui sera elle-même divisible par un nouveau facteur. En continuant de la sorte, 
on finira par décomposer la fonction f{x) du degré n en autant de facteurs du 
premier degré qu’il y a d’unités dans le nombre n. D’ailleurs, le produit de ces fac¬ 
teurs ne deviendra jamais nul sans que l’un d’eux s’évanouisse; et, comme en égalant 
chaque facteur à zéro, on déterminera une racine réelle ou imaginaire de l’équation 

(II) , on pourra évidemment énoncer la proposition suivante. 

2 .® Théorème. Quelles que soient les valeurs réelles ou les valeurs imaginaires des 
constantes a 0 , a t , ... a„_, , a n , l'équation 

( IJ ) a a x n -f- a,x n ~~ x -{- ... -f- a„_, x -j- a„ = o 

« toujours n racines réelles ou imaginaires , et n'en saurait avoir un plus *rand 
nombre. 

Lorsque la fonction ffa) cesse d’être entière, on peut encore, dans un grand 
nombre de cas, constater la possibilité de résoudre l’équation (1) en s’appuyant sur l’un 
des théorèmes que nous allons faire connaître. 

3® Théorème. Soit f{x) une fonction de x qui reste finie et continue, ainsi 
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que ses dérivées des divers ordres, pour toutes Les valeurs finies réelles ou imaginaires 
de x , et supposons que les dérivées de f{x) ne puissent s'évanouir toutes à la fois. 
Soit de plus une fonction déterminée de l'angle t, qui demeure non-seule¬ 

ment continue, mais encore réelle et positive entre les limites tr= tc , t — n, et 
qui reprenne la même valeur à ces deux limites. Si, tandis que l angle t varie entre 
les limites — 7r, -J- t , le module de C expression 

(12) /[(cosl •+■ v/Tsin*)Ÿ(0] 

reste constamment supérieur au module de f{ o), on pourra en conclure que l équa¬ 
tion ( 1 ) admet une ou plusieurs racines réelles ou imaginaires et de la forme 

(i5) x — o{cost 4- |/rTsin<)4*(c) , 

ô désignant un nombre inférieur à l'unité. 

Démonstration. En effet, si dans la fonction 

f(x) =/[r(cos« -|- v/Tsinf)] , 

on fait varier r et t par degrés insensibles entre les limites r=o, r — y(0» 
t — — 7 r, 1 =. ir, on obtiendra pour cette fonction f[x) une infinité de valeurs 
dont l’une offrira un module plus petit que toutes les autres. Soient r 0 , t 0 les valeurs 
de r et de t correspondantes à ce plus petit module, et x a la valeur correspon¬ 
dante de x. r 0 devra être inférieur et non pas égal à 4 (<<>)• Car, si l’on avait 

r 0 =m. 

le module de l’expression 

04) /(® 0 ) =/[(cos* 0 4- v/”sin«„)*(*«.)] 

resterait, en vertu de l’hypothèse admise, supérieur au module de /(o) , c est-à-dire, 
au module qu v on obtient pour f(x) en posant r = o quel que soit t. J’ajoute 
que l’expression 04) sera précisément nu H e >* et en e ff et » s * contraire arrivait, on 
pourrait, en vertu du théorème 5 de la Leçon précédente, attribuer à la valeur 

( 1 5) x 0 ~ r a (cos t 0 -4- sin t 0 ) 

de la variable x , un accroissement infiniment petit t tel que le module de 
devînt inférieur à celui de /(x 0 ). D’ailleurs, r 0 étant inférieur h ’Kfo)» 
et l’accroissement t étant très-peu différent de zéro, la valeur J(x 0 -\-i) de f{x) 
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serait encore l’une de celles qu’on obtient lorsqu’on fait varier r et t entre les limites 
t* = o, r — t = — t-*- Donc, parmi ces dernières valeurs f{x „) ne 

serait pas celle qui offrirait le plus petit module. Donc, toutes les fois que les conditions 
énoncées dans le théorème 3 pourront être remplies, l’expression (i 4 ) s’évanouira' ainsi 
que son module, et la valeur de x ci-dessus désignée par x 0 vérifiera l’équation (1). 
Or cette valeur de x sera du nombre de celles que représente la formule (i 3 ), puis¬ 
que le module r 0 sera compris entre les limites 0 et ^ (*<>)• 

Scholie. Pour que le théorème 3 subsiste, il n’est pas nécessaire que la fonction dé¬ 
signée par $(«) conserve la même forme pour toutes les valeurs de t. Celte re¬ 
marque fournit le moyen de surmonter les difficultés que pourrait offrir l’application du 
théorème à des cas particuliers. Supposons , pour fixer les idées , 

(16) f(x) = e* — x. 

On trouvera , dans celle hypothèse, 

(17) /(o)=yj 

(18) R [cos 7 * 4 - v/T3in7’)=e rc "‘ +rMn ‘ V ' -, — (rcos«-hrsintv / ”); 

RcosT = e rco,/ cos(rsin<) — rcost , 

(19) 

RsinT = e rc0, *sin (rsint) —rsint; 

(20) i?* = e* rc# “ — 2re rco,t cos(rsint — t) 4• r*, 


(ai) R' > e ar -* — 

puis on en conclura, i.° en supposant r> 2 et cos* négatif 
(22) R > r — e re0,t > r — 1 > 1 , 

. l(r+i) 

2. 0 en supposant cos* positif, et supérieur a ---, 

(a 3 ) R>e r ' nt — r> 1. 

Soient maintenant N un nombre quelconque supérieur à 2 , et 
, ,, l(iV+i) 

(24) u = arrr.fts—--—. 


v .= arccos 


N 
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Si l’on veut que la valeur de Iî, déterminée par la formule (20) dans le cas où l’on 
pose r = , devienne supérieure au module de /(0) , c’est-à-dire à l’unité, 

pour toutes les valeurs de t renfermées i.° entre les limites t = — *■, $ = ——, 

2 

ou bien entre les limites t= — , t — n, 2. 0 entre les limites t — — u, * = u; il 

2 

suffira de concevoir qu’entre ces mêmes limites la fonction KO se réduise à une 
quantité constante égale ou supérieure au nombre N. D’autre part, si, en désignant 
par n un nombre entier quelconque, on fixe la valeur de r , lorsque l’angle 1 
reste positif, à l’aide de l’équation, 

k nn+-+t 

(25) rsinî — t = ni:-\ -, ou r —- : -, 

v ' 2 sinf 


et lorsque l’angle t devient négatif, à l’aide de l’équation 


(a6) 


•*=—( n ”+-j-) • 


717 T +- t 

sin (-t) 


le module li déterminé par la formule (20) surpassera évidemment le module r , 
et à plus forte raison le nombre — = 1,5707. Donc le module li surpassera 

l’unité, pour toutes les valeurs de t comprises entre les limites —ir , -J-tt, si l’on 
détermine la fonction KO de manière que l’on ait i.° entre les limites f = — u , 
t 

ntt + — +u 

(27) KO =-r—-, 

' n v ' si 11 u 

2. 0 entre les limites i = v, t = i r— v, 

7J7T + — +/ 

2 

si nt 


(28) 


'KO 


5 .* entre les limites t = —{r — v) , t = 


(29) 


*(!) = 


AT 

717T +- t 

2 

sin(-f) ’ 


5.* entre les limites ( = — n , t — —(*— v), ou bien entre les limites t=ir —v, 
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n ÏT + — + 7 T-U 


( 5 o) 


+(0 = - 


sin( 7 r-u) 


et si de plus on choisit le nombre n de telle sorte que la plus petite des valeurs de 
|(«) fournies par les équations (27), ( 5 o), savoir, 


vérifie la condition 
( 3 ») 


sinv 


>N. 


D’ailleurs, quoique la fonction 'HO déterminée par le système des équations (27), 
(28), (29), (3o) , change de forme avec la valeur de t, elle reste non-seulement finie 
et positive, mais encore continue entre ces limites, c’est-à-dire qu’elle varie par degrés 
insensibles, tandis que l’on fait croître ou décroître l’angle t. Ajoutons qu elle re¬ 
prend la môme valeur pour t — — et pour t = * , et que les dérivées de 

& x _ x , savoir e x _1 , e x ne sauraient s’évanouir en môme temps. Donc, en vertu 

du 3.® théorème, l’équation 


( 32 ) 


e x — a> — 


o , 


admet des racines réelles ou imaginaires, parmi lesquelles il en existe au moins une dont 
le module ne surpasse pas la plus grande des valeurs de 'HO fournies par les équations 
(27), (28), (29), ( 3 o). 

-Si l’on prend N = 2 , l’équation (a 4 ) donnera 

u = arccosarccos (0,549306...) =0,98926... , 

2 

et la condition ( 5 i) sera vérifiée, môme lorsqu’on supposera »i = o. Alors la plus 
grande des valeurs de *(0 déterminées par les formules (27), (28), (29), ( 3 o) sera 

3 7 T 


c* 

Donc parmi les racines de l’équation (1), il en existe au moins une qui offre un module 
inférieur au nombre 4 * 4^5 . 


22 
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Ce qu’on vient de dire indique suffisamment le parti qu’on peut tirer du théorème 3 
pour s’assurer qu’une équation transcendante admet des racines réelles ou imaginaires, 
et pour découvrir une limite supérieure au plus petit de leurs modules. Parmi les équa¬ 
tions, pour lesquelles l’existence d’une ou de plusieurs racines peut être ainsi constatée, 
nous citerons encore les suivantes : 

(33) e x — x\/~, e~ x -\-x* = o, sinx = 2 , etc. 

et 

( 34 ) e~ x = x, e~ x — x*, t x — e” x = sinx, etc.... 

II serait d’ailleurs facile de reconnaître que les équations (32) et (33) admettent seule¬ 
ment des racines imaginaires. 

Au reste, par des raisonnements semblables à ceux que nous avons employés pour 
établir le théorème 3, ou peut encore démontrer la proposition suivante. 

4.° Ïhéobême. Soient 

( 2 ) x — r (cost + sint) 

une variable imaginaire, r le module de cetle variable , et ç( 0 , ^(t) deux fonc¬ 
tions de t qui restent non-seulement continues , mais encore réelles et positives , pour 
toutes les valeurs de t comprises entre les limites t = t,, t = t 2 . Soit de plus 

( 3 ) /(*)=/I>(cos t 4 - v/Tsint)] 

une fonction de x qui reste finie et continue, ainsi que ses dérivées des divers ordres, 
entre les limites 

( 35 ) t = t., t = t 3 , r = <p(t) , r=ï(t); 

et supposons que jamais les dérivées de f(x) ne s'évanouissent toutes à la fois. Si 
Con peut choisir l’angle t entre les limites t, , t 2 , et le module x, entre les 
limites <p( T ) , 'K 7 ) » de telle sorte que l'expression (3) conserve toujours un module 
supérieur à celui de 

(56) /Kcost -f sinr)] , 

tandis que l'on fait varier r entre les limites <p (0 , 'HO» 6n attribuant à t 
l'une des valeurs t, , t, , ou t entre les limites t l , t 2 , en attribuant à r 
l'une des valeurs <p [t) , ^ ($) y l'équation ( 1 ) admettra%me ou plusieurs racines réelles 
ou imaginaires, correspondantes à des valeurs de r eide t comprises entre les li¬ 
mites (35). 
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Scholie. Si, dans le théorème qui précède, on réduit les angles f, , t, aux deux 

quantités tt , -b 71- » ^ deviendra nécessaire de supposer que chacune des fondions 

?( 0 . +(0 reprend la meme valeur pour « = — * et pour t = ir. Si, dans 
cette hypothèse , on avait ? (t) = o , on se trouverait évidemment ramené au théo¬ 
rème 3 . 

Scholie 2. Si, dans le 4 .” théorème, on réduit les fonctions ? (t), + (») à deux 

quantités constantes r, , r, . on obtiendra la nouvelle proposition que je vais énoncer. 

5.° Théorème. Soit 

cc = r(cos« + v/~ s ' nt ) 

une variable imaginaire, dont r désigne le module. Soit de plus /(*) une fonction 
de x qui reste finie et continue, ainsi que ses dérivées des divers ordres, entre les 
limites 

( 5 7) r = f = t===t " 

et supposons que jamais les dérivées de f{x) ne s évanouissent toutes à la fois. Si 
Von peut choisir le module t- entre les limites r, , r, , et l'angle ? entre les li¬ 
mites f, , t,, de telle sorte que la fonction 

(5^- f{x) = [r (cos« + v/Tsint)] 

conserve toujours un module supérieur à celui de l'expression ( 56 ), tandis que Von fait 
varier r entre les limites r,, r, , en attribuant à t l'une des valeurs l, , 

t 7 , ou t entre les limites t t , < a , en attribuant à r l'une des valeurs r, , 

r 7 ; l'équation (1) admettra une ou plusieurs racines réelles ou imaginaires, corres¬ 
pondantes à des valeurs de t comprises entre les limites ( 3 7 ). 

On pourrait encore au théorème 5 joindre la proposition suivante qui se démontre 
aussi facilement et de la môme manière que les théorèmes 3 et 4. 

6 . e TnûonÊME. Soient x une variable imaginaire, et p,q deux variables réelles 
liées à la première par l'équation 

( 38 ) & =p q [/^i • 

Soit de plus 

(59) /(*) = /(/' + ? v ~) 


A*) = f(p + W~) 


une fonction de x qui reste finie et continue, ainsi que ses dérivées des divers ordres , 
entre les limites 


et supposons que jamais les dérivées de f(x) ne s'évanouissent toutes a la fois. Si 
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l'on peut choisir la quantité X entre les limites p t , />,, et la quantité p entre 
les limites q x , <7,, de telle sorte que la fonction (59) conserve toujours un module 
supérieur à celui de l'expression 

MO /(»+i* V~). 

tandis que l'on fait varier p entre les limites p x , p 3 en attribuant à q l'une 
des valeurs q x ,q 2 , ou q entre les limites q t ,q 2 . en attribuant à p l'une 
des valeurs p x , p 2 ; l équation (1) admettra une ou plusieurs racines imaginaires 
correspondantes à des valeurs de p et de q comprises entre le-s limites (4o). » 

Lorsque 1 équation (1) admet des racines réelles ou imaginaires dont les modules sont 
très-considérables, les théorèmes 4 et 5 peuvent servir à constater l’existence de ces ra¬ 
cines , et à en fournir des valeurs approchées. Pour donner la preuve de cette assertion , 
posons de nouveau 

f{x) —e 1 — x. 

Alors à chaque racine de l’équation (1) correspondront des valeurs de r et de t 
propres à faire évanouir le module II déterminé par la formule (20), ou, ce qui re¬ 
vient au même, par la suivante 

(4a) R * =.[e , c, “ — rcos(rsin£ — «)] a 4 . [rsin(rsini — «)]*. 

De plus , la somme de deux carrés ne pouvant être nulle qu’autant que chacun d’eux 
se réduit séparément à zéro, l’équation R = o entraînera les deux formules 

( 43 ) rsin(rsin* — t) =0 , e rtolt = rcos (rsin/ — t) , 

que l’on pourra réduire à 

( 44 ) rsine — «r= ± 2 7177 , 6 r«o.t __ r , 

en désignant par n un nombre entier, et en observant que pour satisfaire à la se¬ 
conde des formules ( 43 ), il est nécessaire de supposer le module r différent de zéro , 
et la quantité cos(rsin* — t) positive. 

Concevons maintenant que l’on attribue au nombre entier n et par suite au module 
r une très-grande valeur. Comme l’expression réelle 
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qui admet un seul maximum correspondant à r = e, décroît indéfiniment à partir 
de ce maximum , pour des vateurs croissantes de r ; cette expression , ou la valeur 
de cost tirée de la seconde des formules ( 44 )» deviendra sensiblement nulle. Donc 


l’angle t, compris entre les limites 
mules (44) donneront à très-peu près 

( 45 ) T = 2717T -f- ~ , 


—■ 7r, -f- TT, différera peu de 
1 ^an 7 r+-^- 

cost ==- 

tr 

2 717 T +- 

2 


ztz , etlesfor- 
2 


Nous sommes donc conduits à penser que, si l’équation (î) admet des racines dont les 
modules soient très*considérables, ces racines correspondront à des valeurs de r et 
de t peu différentes de celles que fournissent les équations ( 45 ). Or on constatera sans 
peine l’existence des racines dont il s’agit h l’aide du théorème 5, en opérant comme il 
suit. 

Supposons, pour fixer les idées, l’angle t positif. Alors, si l’on désigne par t et 
par t les valeurs de r et de t que fournissent les équations (45), on aura 


(46) t, = 2 717T 4“ 
On trouvera par suite 

(47) 


t = arccos 


1 ( 3 ,l,r+ v) 

2 717T+ - 

a 


t-COSr 

e = v , 


et l’on tirera de l’équation (20), en prenant r = v , t = r , 


» (48) /?’ = v a [a — 2 cos(vsinr — t)] = 4 t ,» s in > [— sinT ~ T ] , 

V 2 j 

ou, ce qui revient au même, 

«»> 

D’ailleurs, pour de très-grandes valeurs du nombre entier n , cost acquerra une 
valeur numérique très-petite, ainsi que la différence — — r , et l’on pourra en dire 
autant non-seulement du produit 


['H+tIT 





(5o) 


vcos*r= 


1 77 

2 717f 4- 
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mais encore des deux expressions 


tSUlT — r — 2 nrc =-- 


. / vsinT-r 

( 5 s) sm -— 


IÎDT-T \ , . i 1 / 7T t,COS*T 

-T-) =±,,n —TTIiïïT 


Donc la valeur de — , tirée de l’équation (49), sera sensiblement nulle. Faisons 


(53) /=t4-u, cos< = (i—'u)cosr. 

Soient de plus r, , r a , , e a les valeurs que prennent les variables r et t quand 

on pose successivement 


en sorte qu'on ait 


u = ît, v = — 1, v — 1 ; 


COSt, = 2COSr, cosf, = 0 , 


ou, ce qui revient au même. 


’H+f) 


Le module * sera évidemment compris entre les modules r, , r a , et l’angle t 
entre les limites t, , t,. Or, si l’on renferme la valeur de u entre les limites — tt , 
4-tt , on tirera de la formule (21), i. # en supposant t = t, , 

« ( i r >|H + cM. + f)ï. 


2. 0 en supposant « = < a =— , 


(t) > ( l+ “T”)' 
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D’autre part, si l’on renferme la valeur de v entre les limites — 1 , i , en at¬ 
tribuant à u l’une des valeurs —n , -f- K » la quantité 

rcos’f / . , n t n \ , pnsJ . 

(5 9 ) i-sin< t—r—t (sn^:i)ir + ——t ) (l »)’ 

différera très-peu de (2/14:1)^; par suite cos(rsin$— £) différera très-peu de 
— 1, et l’on tirera de la formule (20) 


(60) 

(60 


R* > r*, 


Enfin, il est clair que, les nombres n et t étant très-considérables, toute valeur de 
— , propre à vérifier l’une des conditions (57), ( 58 ), ( 6 l), sera ou très-grande ou 
peu différente de l’unité, et par conséquent supérieure à la valeur de — tirée de l’é- 

V 

quation ( 49 )* Donc l’équation ( 48 ) fournira une valeur de R inférieure à toutes celles 
qui vérifient les formules (57), ( 58 ), ( 6 i) ; et l’on pourra conclure du théorème 5 que 
l’équation ( 32 ) admet des racines qui correspondent à des valeurs de r comprises 
entre les limites ( 54 ), et à des valeurs de t comprises entre les limites ( 56 ). 

Au reste, pour arriver à la conclusion qui précède, il n’est pas absolument nécessaire 
d’attribuer au nombre n des valeurs très-considérables, et il suffit même de prendre 
pour n un nombre entier quelconque différent de zéro. Effectivement, si l’on sup¬ 
pose n = 1 , on tirera des équations (46) et (4g) • 


(62) 


V = — = 7,853 9 8. ( 


T=(o,83oq5...) — = i,3o526... , 


( 63 ) 


R . tsinr-r . 6,27346... 

— = 2sin---= 2 siq ---= 0,00972... ; 


tandis que les formules (57), ( 58 ) donneront, pour des valeurs de u renfermées entre 
les limites — ^ , -f- * , 


( 64 ) 4 >(f) 

(« 5 ) 


4 u 

57T \ 1 + 


( 1 + ' 57 ) > (v) 5- ( , + 


A >,4- a ( a -o 


57T 


2 7 T +1 

y-—>0.47.... 


> 
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D’ailleurs, si, en attribuant à r la valeur —w = —— » on fait varier l’angle 
t entre les limites 


t l <= arccos(2CosT) = (0,6482...) 


la différence 


rsinf — t , 


dont les maxlma et minima correspondent à des valeurs nulles de rcosf — 1, croîtra 
depuis t = t, jusqu’à t == arccos ~ = arccos , et décroîtra ensuite depuis 

cette dernière valeur de t jusqu’à t = t 9 . Donc elle restera comprise entre la plus 
petite des quantités 

(67) rsinf,—<, = (0,9526...)* , rsint, — *, = *, 

qui surpassent l’une et l’autre — , et la quantité 

( 08 ) i/V — 1—arccos—-== (1,0359... )*r, 

qui est inférieure à Donc cos(rsin* — t) sera négatif, et la formule (20) en¬ 

traînera encore la condition (61), de laquelle on tirera 


^ 7T 2 


c’est-à-dire 


R 

— > 0,6. 


De même, si, en attribuant à r la valeur + w— , on fait varier l’angle t 

entre les limites (66), la différence rsint — t restera comprise entre la plus petite 
des quantités 

( 7 o) rsint, — <, = (2,6549...)^ , rsin*, — t % = 3 tt ; 

qui surpassent l’une et l’autre , et la quantité 

y/ r * — !—arccos — = ( 3 ,01 4 ®-• •)* > 


(70 
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qui est inférieure à — . Donc cos(rsin*— t) ssra toujours négatif, et h formule 

(20) entraînera la condition (61) de laquelle on tirera 

R If 2 

— > i+-=l+T* 


Cela posé, puisque la valeur de R , donnée par la formule ( 65 ), reste inférieure a 
toutes celles qui vérifient les conditions (64), ( 65 ), (69), (72), il est clair que l équation 
(52) admettra au moins une racine dont le module sera compris entre les limites 

( 7 3 ) —-ît='— = 4.71258... et — + tt = — — 10,99007.... 

' ' • o. o. 2 2 


D’autre part, si l’on suppose n= 2 ou n > 2 , on tirera des formules (46) et ( 5 o) 

(74) cost= ou •< 0,18736... , tcos a r= ou < 0,4962..*, 1 sin-r = ou > 1,9822... , 

et par suite 


( 7 5 ) — — t) = ou < 0,094... , 


- = OU < 0,125... , 


puis on conclura des formules (49) et ( 52 ) 

R 

(76) — < 2sin(o,i25...) < 2 ( 0 , 125 ...) < o,25o... 

Or, dans la même hypothèse, les formules (57), ( 58 ) donneront, pour des valeurs de 
ti renfermées entre les limites — , -f- n , 




> 3,i33... , 


R 2 7 T + I 

— > 1 — — - > 0,707 


De plus, tandis que, dans la formule (09), on fera varier v entre les limites — 1 
+ 1 , la somme des quantités 


( If \ . . tC 0 S a T 

l ” h T/^ 1 x ^ 1+siu^ 


2 Ô 




et par conséquent au nombre if. Donc la différence entre l’expression rsin$ — t et 
le produit (271:^:1)77 sera comprise entre les limites —, —- 77 = —■ —; et, 

comme on aura par suite cos(rsin£— t) < o , la formule (20) entraînera encore la 
condition (61) de laquelle on tirera 


>1 "“ 9" > 0,777 ‘ 


Enfin , puisque la valeur de v , tirée de la formule (76),reste inférieure à toutes celles 
qui vérifient les conditions (77), (78), (80), nous pourrons affirmer que l’équation ( 32 ) 
admet au moins une racine de la forme 


x = r(cost + \/. x sint) , 


le module r 

étant compris entre les limites 

#• 

(81) 

(271 — l) 7 T+-^, ( 271 - 4 - 1 ) 77 +-^- 

et l’angla t 

entre les limites 

(82) 

»■(»»*+f) 

arccos- , — , 

. » 2 


2717r+ — 

2 

Lorsque la fonction f{&) se présente sous forme réelle, l’équation (26) de la Leçon 
précédente entraîne généralement la formule (94) de la même Leçon. Donc alors, si l’on 
po$te 

( 83 ) /|>(cost + sin<;] = /?(cosT + \/ : Tsin 7 ’) , 

R désignant une quantité positive, et T un arc réel, on en conclura 

( 84 ) f [** (cos t — t/T sin / )] = R (cos T — sin T) . 


Cela posé, comme les deux expressions ( 83 ), ( 84 ) s’évanouissent toujours simultané- 


. 
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ment quand le module Iî devient nul, et ne peuvent s’évanouir dans le cas contraire ; 
il est clair que, dans l’hypothèse dont il s’agit, l’équation (i) ne pourra offrir une racine 
imaginaire de la forme 

x ■= r (cos J -f- i/TI sin<) , 

sans offrir en môme temps une racine imaginaire, conjuguée à la première, et de la 
forme 

x~r (cos t — y/~ sin t). 

11 est bon toutefois d’observer que ces deux racines imaginaires de l’équation (i) se ré¬ 
duiraient à une seule racine réelle, positive ou négative, si l’on avait t = o ou t=db; t.. 

De ce qu’on vient de dire, il résulte que, si la fonction f(x) se présente sous 
forme réelle , les racines imaginaires de l’équation (i), combinées deux à deux, seront 
conjuguées entre elles, c’est-à-dire, de la forme 

\ 

( 85 ) x = r(cost -f" sin*) , £c = r(cost— i/!Tsinf), 

et offriront le même module r . C’est ce qui arrive en particulier lorsqu’on prend pour 
f[x ) une fonction entière ou l’une des fonctions transcendantes 

(86) e x -—'X, x — e ~ x , c-'-J-a; 3 , ce 3 — e“ x , etc.... 

Si, pour fixer les idées, on pose 

f{x) — t x — x, 

l’équation (î), réduite à la formule ( 32 ), n’admettra évidemment que des racines ima¬ 
ginaires. En effet, x étant réel, la différence 


e x — x 

ne pourrait s’évanouir que pour des valeurs positives de x , et pour de semblables 
valeurs on a évidemment 


a?<e x <i+£c4~- 


- etc.... 


D’ailleurs on a prouvé ci-dessus que la lettre n désignant un nombre entier quelconi* 
que, l’équation ( 3 a) admet toujours une racine imaginaire de la forme 


x = r (cost + t/-» sin*) , 


i8o 
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le module r étant compris entre les limites (81), et l’angle t entre les limites (82). 
Donc cette équation admettra encore une autre racine de la même forme, et dans la¬ 
quelle le module r restera compris entre les limites (81), l’angle t étant renfermé 
entre les suivantes 


(87) 


— arccos 





s 


Lorsque les conditions énoncées dans l’un des théorèmes 1, 5 ou 4 et 5 se trouvent rem¬ 
plies, il devient facile de résoudre par approximation l’équation (1). Pour y parvenir, on 
considérera zéro ou 1 expression imaginaire ^(cosr-f- sinr) comme une première 
valeur approchée de l’une des racines de l’équation ( 1 ) ; puis on supposera, dans la formule 
( 9 1 ) ou (O 2 ) d e I a treizième Leçon , x égal h zéro ou au produit t (cos t 4. y/Tt sinr), 
et le nombre p assez petit pour que le module de f{x-\-Cix) devienne inférieur 
au module R de f{pc). Cela posé, l’expression imaginaire x-\-bx pourra être 
regardée comme une seconde valeur approchée de la racine que l’on cherche. Or l’opé¬ 
ration par laquelle on aura déduit cette seconde valeur de la première, étant plusieurs 
fois répétée, fournira une troisième, une quatrième .... valeur approchée. Soient main¬ 
tenant 


( 88 ) 


x M , a?,, 


x ,... 


les première, seconde, troisième ... valeurs approchées de la racine dont il s’agit. Tandis 
que les modules des expressions 


(89) /(*.). /(*.). /(*,),... 

deviendront de plus en plus petits, les termes de la série (88) convergeront vers une cer¬ 
taine limite qui sera nécessairement une valeur finie de x propre à vérifier l’équation ( 1 ). 

Il est bon de rappeler que, dans les formules (91) et (92) de la Leçon précédente, 
T , T x , ... T n désignent des angles réels qui sont déterminés, avec les modules R , 
il,,... R n , par les équations 


(9°)f(*)=R(™*T+V r ' 9 ' n T),f\x)=R l (cosT t +\/r l smT,),..fW(a;)==:R n (cosT n +i/Ti$iüT ll ). 

Si la première valeur approchée de œ est telle que la quantité R soit très-petite et 
la quantité R t sensiblement différente de zéro, alors, pour rendre le module de 

inférieur au module de f{x), if suffira ordinairement de poser p dans 

R 

la formule (91) de la treizième Leçon, ou en d’autres termes, il suffira de prendre 


QUATORZIÈME LEÇON. 

( 9 1 ) A£ » 

Effectivement soient 

(2) 

la première valeur approchée de x , 

(92) Aœ = p(cosu -h l/Tsinv) 

un accroissement arbitraire attribué à celle première valeur, et <[> (p) , x(p) les fonc¬ 
tions réelles du module p qui vérifient l’équalion 

(93) /[r(cost-|- l/:isint) -|-p(cosu + [/~i sinv)] = *(p) -f l/r,x(p) 

dans le cas où l’on considère ce module comme seul variable. On tirera de la formule 
( 3 g) de la treizième Leçon , en faisant n == 1 , et désignant par 0 , , 0 2 des nombres 
inférieurs à l’unité, 

/ /[r(cosf 4- i/rTsin*) + p (cosu 4- y/~ sinv)] = f\r{co$t + sin*)] 

(94) 

|H-p(cosu4- v / Tsmu)/ / [r(cosf4- ^/TsinO]+-p*[4» # (6ip) + v/n*x"( 0 9 p)], 

ou, ce qui revient au même* 


R (cosT+ sin T) _ f( x ) 

/?,(cosT+ [/~i sin Ti) ’ 

x =■ r (cos£ 4" l/-** s * n 0 



f[x 4- A cc) = i?(cosr 4- V - 1 sinT) 
+ p/?,tcos(-j + T.) + + 
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De plus, en différenciant deux fois par rapport à p la formule (93), et posant ensuite 
p © t on en conclura 

(98) «f # (p)4-v/riX ,, (p) = (cosu4-v/riSinu)»/ ff [r(cos? + V/nsinO+p(c°s^ + V/ ; l8 iny )] 

et 


l + V/"i X*(o) = (cos-j + [/~i sin»yf"[r(cost + l/r l sint)] 

{99) | =/!,[cos(ju + T 0 + l/'i5in(^ + T,)]. 

D’ailleurs, le rapport étant très-petit en vertu de l’hypothèse admise , le dernier 

membre de la formule (97) différera généralement très-peu du produit 

T 1Ï7 “ ■ ^v "[c°8(av + T $ ) 4 -^/”sin(av 4 - T’a)]- 


Donc le module de f{x -f- A®) différera généralement très-peu de la quantité 

(100) 


1 R'R* _ R,R n 

T ~ïï7~ ~~ Tïï7 k ' 


qui sera elle-même très-petite par rapport à R , du moins lorsque le module /?, 
conservera une valeur finie. 


Pour montrer une application des principes ci-dessus établis, concevons que, l’équation 
(1) étant réduite à la formule ( 32 ), on veuille déterminer parmi les racines de cette 
équation l’une de celles qui offre un module inférieur au nombre 4 > 455 ... [voyez les 
pages 169 et 179]. Alors on aura 


(101) f(x)-=z6* — x , f'(x)=e* — 1, /"(*)=/"'(*) = ••• = eX » 


et, en prenant zéro pour la première valeur approchée de la racine cherchée, on trou¬ 
vera 

(l 02) /(*) = !, /'(0)=0. /»=!. 

Par suite les formules (90) donneront, pour une valeur nulle de x , 

(io 3 ) R = 1, R l = o, />\ = !, T = T, = i ; 

puis eu réduisant, dans la formule (92) de la Leçon précédente, n à 2 , et 2m -j- 1 
h 1 ou à 3 , on en tirera successivement 
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(*° 4 ) AX = p ^/~, = — P [/~. 

En conséquence la seconde valeur approchée de la racine cherchée sera 

(10 5 ) x -f- Ax = p y/ 7 ? , ou x Ax = — p^/rf , 

P étant assez petit pour que le module de l’expression 

(106) f(x + Aæ) = cosp — (p — sinp)i/”, ou f[x -f- \x) = cosp -f- (p — sinp)i/"T. 
savoir 

(107) (1 —2psin p + p a )S 

devienne inférieur au module de f(x) , c’est-à-dire à l’unité. Or cette condition sera 
évidemment remplie, si l’on prend p == ou < — , attendu que, dans ce cas, on aura 

toujours sinp >. Supposons, pour fixer les Idées, p = . Alors le module 

(107) se trouvera réduit à 

(108) ^1 — —1=0,5707..., 

et la première des formules (io5) à 

( 10 9 ) + &x=z~ i/T = (1,5707...)i/TT . 

Si maintenant on prend 

(no) x — r (cos t + i/Tf sin J ) = ~ j/Tf , 

on trouvera 

(ni) f(x) = c' v /-=(i — /'(®) = « a V "-i = -i+j/7, 

(112) r = -. « = -L. 

3 a 

(u 5 ) 7?=— — 1, /?, = v/r, r=—— 

^ * ’ 4 4 ' 

et les formules (91), (96) donneront 
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\x — p(cosu + s/Tx sinu) = —^— (* V-' ) » 


■ 6 — — o, 4 o 36 ... , 

aya 


- o,7583... , 


de sorte qu’on aura 

(116) + = + 1/^ = 0,28539... + (1,28539...) v/H* • 

D’ailleurs, en posant /"(a?) = c x , on tirera de l’équation (98) 

(117) * *(p) + i x"(p) = c rcos e+p cos v [cos (rsinf+p sin u + au) + VA sin(rsin *+p.sin u + au)]. 

Par suite la formule (97) donnera 

(118) /(as + A®) = 

— p a c rCO8, [e ôlpCOSU cos(rsin< 4 - 0 I psinv 4 - 2 u) 4 -e 0i ‘ ÛCOS 'sin(rsin< + O a psinu+2u). v/^]{ 

a ‘ 

et, comme, en vertu de cette dernière, le module de & x ) sera évidemment, 

pour des valeurs positives de cosu , inférieur au produit 

rcosl+pcosu 

(119) P’ 6 

on peut affirmer qu’à la valeur de x 4* A® fournie par 1 équation (116) correspondra 
un module de f{x 4- A®) inférieur à la quantité 


. 2 2 

P 6 


cos-h p cos — 


— p»e V/a =0,2167.,. , 


et par conséquent au module 


n = -— 1 =0,5707. 


C’est au reste ce dont il est facile de s’assurer directement. Car, en posant 


æ-4- a® = 0,28539... 4 " (1,28539 ...)» 


on trouvera 
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(j 21) f{x + A£c) = e x+ikX — {* + Ai) =0,0890... — (0,0089...) [/TT , 

et par suite 

(122) Æ-f bR = [(0,0890...)* + (0,0089...)»]* = 0,0891. 

Donc on pourra prendre l’expression imaginaire 0,2^559... + 1,2853g... ^/TT pour 
la troisième valeur approchée de la racine qu’il s agissait d obtenir. Enfin, si 1 on se sert 
de l’équation (91) pour déduire une quatrième valeur approchée de la troisième, puis 
une cinquième de la quatrième, etc... , et si l’on désigne par 1, , x % , Xi , x^ , xs... 
ces diverses valeurs approchées, en y comprenant celles que nous avons déjà calculées, 
on aura 

j x, = 0 , 

I = (1,5707...) t/rr, 



•/(*.) 

= o,285d... -f- (1,2853...) 1/-1 

X 3 X, 

/'(*>) 


a) 

= o,ni 85 ... 4- (i, 3388 ...)v/“ 


f\* 3) 


SM 

= o ,3 181... -j- (1 ,3572...) 1/“ 

X 5 — X1^ 

/'(«*) 

etc.. 




tandis que les modules des expressions imaginaires 


/(®0 . /(*») * /(**) * ffa ) ’ /(**) * etc - » 


formeront la série décroissante 

^,2^ 1 , 0,5707... , 0,0891... , o,oo 23 ... , 0,0000... , etc... ; 

et comme les valeurs de x 5 , x 6 ne différeront pas l’une de l’autre quand on se con¬ 
tentera de pousser l’approximation jusqu’aux décimales du quatrième ordre, nous sommes 
conduits à penser que la formule 


24 


(125) 


x = o, 3 181 -j- (1,3372)^/77 
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offrira la racine cherchée de 1 équation ( 32 ) avec une exactitude qui s’étendra dans cha¬ 
que terme jusqu à la quatrième décimale. Au reste, pour lever toute incertitude à cet 
égard, il suffira de recourir au 6. e théorème, et de suivre la méthode que nous allons 
indiquer. 

Si, dans la fonction f{&) = c x —- x , on pose 
( 38 ) x = p -f- q y/ 7 ? 


p = 0,3l8l -f- a , q = î,3572 -4- p , 

vera 

/(*) = /(/» +7 l/T) 

= (0,3181695..+1,337 1818.. v/^)e*(cos£+i/^sinf J )-[o,3i8i+*+(i,3372+p)\/!r]- 


Faisons d’ailleurs 


a + Pl/-» — p (cosu -f- \/~i siny) , 


P désignant le module de et soient 0, , 0 a deux nombres inférieurs à 

l’unité. En remplaçant, dans l’équation (12) de la huitième Leçon, a; par p , f{x) 

par e^ cos cos(psinv) ou par e^ C0Su sin(psinu) , et 0 par 0, ou par 0 a , on en 
tirera 

I e V s? = 6 pcosu cos( pS m„)==|p^ cosu+ ^ sin “4 e f( 00!u -^ sin ’')| 

1 , P 3 Q,pcosv , , „ 

= 1 4- pcosv — e r cos(2y-f-Q.psiny) , 

e “sin |3 = 6 pcos “sm(fsin u ) = j e fC c0W+ V^»i«») _ - |A.>™)| 

, P* 0,pcosu . . . „ . . 

= psinyH-e r sm(2v ■+■ 0,psiny) , 


ou , ce qui revient au meme , 


e cosp = 1 + a -j-(**+ P’)e ‘ cos (2y -f* , 


n P = M-(« a -|-p a )e a ^sin(2y + c 
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Donc, en posant pour abréger * 

0,0000695... —o, 68 i 83 o 4 ...a— 1,3371818... (5 = ,4 
— 0,0000181... -f- 1,5371818...a — o, 68 i 85 o 4 ...p = ^ t 


(i 3 i) 


“LÜ! 


0,3181695... e w, *cos(2u + 0x^) — 1,3371818... e^sin (2 w -f- | = 7, 


(i 3 *) 


I « 3 +p a 


,3371818... e ,Ct COs( 2 v + 0 «P) + 0,3181695... 6 a<Z SÏn(2u -f- © 9 ^) ! = <y. 


on pourra réduire la formule (127) h 

(i 33 ) f(p 4 - 7 l/~) = d-. -f* 7 + (\fb -f- S) i /-7 . 

Soient maintenant 

R , cR. , S 


les modules des expressions imaginaires 

/0» + 9l/=T). dlo + afbv/-, 7 + V“; 

en sorte qu’on ait non-seulement 

( J 34 ) .A®) = f (p -f- 9 V/~) = Æ(cos T -f- l/'ï* s * n T) » 

mais encore 

(i 35 ) cAo —TÜ) \/T = (cosG -j- i/T s inG) , 7 4 - <î\/“ = s (cosw -f- j/rf sin») , 

^ et « désignant des arcs réels. L’équation (i33) donnera 
( 1 56 ) Rcos T = cîlcosG + çcosw , RsmT ■=. #Uinfë -}~ ssin&> ; 

et le carré du module R , déterminé par la formule 

(137) R 7 — é)l a + 2ç<Rcos(S — w J + ç’> 

restera évidemment compris entre les limites 


(138) 
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Donc le module R sera lui-même ctfmpris entre les limites 

(k3 9 ) —«, & + 

si l’on a ç < <R , et entre les limites 

(140) ç — <&> « + <&* é 

si l’on a d’où il est aisé de conclure que la différence 

(141) R — 

offrira, dans tous les cas, une valeur numérique inférieure à ç . D’autre part, si l’on 
attribue aux quantités « , £ des valeurs positives qui ne surpassent pas 0,0001 , les 
valeurs correspondantes do y, 5 , tirées des formules (i 32), resteront comprises entre 
los limites —0,00000002 , -J-0,00000002 , et par conséquent le module 

(142) «=(7 a + 5 *)* 

restera inférieur à (0,00000002) < o,ooooooo5. Donc alors le module R ne 

pourra différer du module cR. que par le huitième chiffre décimal. Or le module 

(143) cR = (oRo* -j- *)’ 

s’évanouira si l’on prend 

o,oooo 6 9 5... — 0,68183o4...a — 1,3371818...£ = Jlo = o , 

— 0,0000181. . -f- 1,3371818... a — 0,68183o4>..£ = = o , 

ou , ce qui revient au même, 

(145) « = 0,0000017..., p = o,oooo557. 

Mais, si l’on attribue à la variable « l’une des valeurs 

(146) « = 0, (l47) « = 0,0001 , 

en supposant £ compris entre les limites 

(i48) P = o, (i4q) p = 0,0001, 


(i 44 ) 


v 
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ou à la variable $ une des valeurs (i 4 s ) » 049 ) » en supposant a compris entre les 
limites ( 1 46 ), (147), le module Si , réduit à l’une des formes 

( 1 5 o) Si = [(0,0000695... — 1, 33 7 1818...p)’ + {0,0000 181... 4- oM 1 83 o 4 ...pYY > 

(. 5 .) & = [(0,0000014... -i,35 7 .8i8...{i)’ +(0,000.. 56 ...-o, 68 . 83 o 4 ...(i)*] î , 

(,5a) & = [(o,oooo6 9 5... —o,68.83o4...«)’ +( 0 , 0000 . 8 .... —i,33 7 .8.8...«)'] 7 , 

(, 53 ) ^ = [(0,0000642...+o, 68 i 83 o 4 ...«)’ +(0.000086a...-1, 33 7 .8i8...a)*] 7 . 

surpassera évidemment 1 une des quantités 
(ï54) 0,0000181..., 

(,55) 0,0001 156 — (o, 68 i 83 o 4 )(o,0001) = o,oooo 475 ... , 

( 1 56 ) 0,0000695 — (o, 68 i 83 o 4 )(o,oooi) = o,oooooi 4 *»« » 


0,000064i. 


Donc par suite le module R restera inférieur au nombre o,ooooooo 3 , si l’on prend 

(1 58 ) p = o, 3 i 8 i +o,oooo 32 i=o, 3 i 8 i 32 i.., 7 = 1, 33724-0,oooo 356 ..i, 3372356 ..; 

mais il deviendra supérieur au nombre 0,0000014. s * l’ on ^ a ‘ l varier la quantité 

p entre les limites 

(,5 9 ) p t = o, 3 i 8 i, p a = o,3i8i 4-0,0001 = o, 3 i 82 , 


on attribuant b 7 l’une des valeurs 
(160) 7, = 1,3372, 7» 


a — 1,3372 4" 0,0001 = 1,3373, 


ou la quantité 7 entre les limites 7, , 7», en attribuant à p l’une des valeurs 

p t , p Donc, en vertu du 6. e théorème, et attendu que le nombre 0,0000014. 

surpasse le nombre o,ooooooo 3 ... , l’équation ( 32 ) admettra une racine imaginaire 


x = p + , 
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dans laquelle la valeur de p sera renfermée entre les limites o,3i8i , 0,0182 , et 
la valeur de 7 entre les limites 1,3372, i, 33 y 5 . Celle racine sera donc fournie 
par l’équation ( 125 ) avec une exactitude qui s’étendra, dans chaque terme du second 
membre, jusqu’à la cinquième décimale. Il y a plus; les valeurs de a , p , correspon¬ 
dantes à la racine dont il s’agit, seront inférieures au nombre 0,0001 , et propres à 
vérifier l’équation R = 0 , ou , ce qui revient au meme, les deux formules 

(l6l) eilo +7 = 0, 'lie) + S = 0 . 


Or, si l’on substitue, dans ces dernières, les valeurs de tirées des équations 

(i 5 i), on en conclura 


(162) 


a = 0,0000317... 4* (o,3o2...)v - (o, 5 y 3 ...)« , 

P = 0,0000357... + (0,593...) S + ( o ,5 o 2...) 7 . 


Donc, puisque 7et 5 resteront compris entre les limites —0,00000002, +0,00000002, 
les valeurs de a , S, fournies par les équations (i 45 ), seront exactes jusqu’à la septième 
décimale, et on pourra en dire autant de la racine x déterminée par l’équation 


( 1 63 ) x = 0,3181317.. • *4" (1,3372357.,.) i/I7 . 

Si, dans les calculs ci-dessus développés, on substituait la seconde des équations (io 5 ) 
à la première, alors à la place de la formule (i 63 ) on obtiendrait la suivante 


( 1 64 ) £D = o,3i8i3i7... —(1,5372557...) \TX 

qui offre une seconde racine imaginaire de l’équation ( 52 ). Cette seconde racine et 
celle que détermine la formule (i 63 ), étant conjuguées l’une à l’autre, correspondent à 
un seul module renfermé entre les limites o et 4 , 455 .... 

Ce qui précède suffit pour montrer comment, à l’aide d’approximations successives, 
on peut déterminer aussi exactement qu’on le voudra les racines réelles ou imaginaires 
d’une équation algébrique ou transcendante, et même comment on peut calculer les li¬ 
mites des erreurs commises. La méthode de résolution que nous avons présentée, est celle 
qui a été donnée par M. Legendre dans la seconde édition de la Théorie des nombres, et 
qui lui a paru devoir s’appliquer à toutes sortes d’équations algébriques ou transcendantes. 
Mais il est clair qu’elle cesserait d’être applicable, si la fonction f{x) ne remplissait 
pas les conditions énoncées dans l’un des théorèmes 1, 3 , 4 » 5, 6. On n’en sera pas 
surpris si l’on observe qu’on peut attribuer à f{x) une forme telle que l’équation 
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(1) n’admette point de racines finies soit réelles, soit imaginaires. C’est ce qui arrivera 
en particulier si l’on suppose 

— f(x)=e x '/= r , = 

Dans des cas semblables, on peut bien encore assigner à la variable x une suite de 
valeurs 

(88) æ, , x 3 , X3, ... 

tellement choisies que les valeurs correspondantes du module de f{x ) soient de plus 
en plus petites. Mais les modules des différents termes de la série (88), au lieu de con¬ 
verger vers une limite finie, croissent au-delà de toute limite. [Voyez, au reste, sur la 
résolution des équations numériques, l’ouvrage cité de M. Legendre et un Mémoire de 
M. Fourier, imprimé dans le tome VII des Mémoires de l’Académie des Sciences]. 

Nous avons déjà remarqué que, dans le cas où f[x ) désigne une fonction entière 
du degré n , semblable à celle que détermine la formule (4) , cette fonction est dé- 
composable en autant de facteurs du premier degré qu’il y a d’unités dans le nombre n. 
Si de plus la fonction f(x) se présente sous forme réelle, ou, en d’autres termes, si 
les constantes a 0 , a x ,... a n comprises dans le second membre de la formule (4) sont 
toutes réelles, l’équation (1) n’admettra que des racines réelles ou des racines imagi¬ 
naires conjuguées deux à deux. Alors à chaque racine réelle correspondra un facteur réel 
du premier degré, tandis qu’à deux racines imaginaires conjuguées et de la forme 

r(cos« + \/t7sin*) , r(cosf—^/IT sint) , 

correspondront deux facteurs imaginaires 

x — rcost — rsinJ. , x — rcost -f- rsin«. \/~ , 

qui seront encore conjugués l’un à l’autre, et donneront pour produit un facteur réel du 
second degré, savoir, 

(x — rcos*) 1 -f- f^sin 1 * = x 2 — 2rcos J -}- »**• 

On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Toute fonction réelle et entière de la variable x est décomposablc en facteurs réels 
du premier ou du second degré. [Voyez, pour de plus amples développements le cha¬ 
pitre X de l’Analyse algébrique]. 
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Développement d'une fonction de x, qui devient infinie pour x = a, suivant 
les puissances ascendantes de x — a. Décomposition des fractions rationnelles . 


Soient 

( i ) x — r (cos« v /” s * n 0 

une variable réelle ou imaginaire dont r désigne le module ou la valeur numérique, 
a une valeur particulière de celle variable, et /(a?) une fonction qui devienne in¬ 
finie pour’ x — a. La valeur a de x sera une raciue de l’équation 


et l’on dira que cette équation admet h. racines égales à a , U étant un nombre 
entier quelconque, si le produit 

(3) (x— «)*/(*) 

acquiert, pour x = a , une valeur fiuie différente de zéro. Alors, pour développer im¬ 
médiatement la fonction /(x) suivant les puissances ascendantes de x — a , on 
ne pourra plus se servir de l’équation (4o) [page i 55 ], dont le second membre, com¬ 
prenant des termes infinis, se présentera généralement sous une forme indéterminée. 
Mais celle équation pourra encore être appliquée au développement de l’expression ( 3 ) 

considérée comme fonction de la variable x. D’ailleurs , si, en nommant P le mo¬ 
dule de x — a , et ?(f>) , x(p ) deux f° nclions réelles de ce module, on pose 

x — a = p (cosu -f- t/Tsinu) , 

(x — a) h f{x) = g {x) , 

§\a p (cosu -f- sinv)] = ?(p) -4" x(p) * 
on tirera jlc l’équation citée 


( 4 ) 

( 5 ) 

( 6 ) 
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(?) m =/(.) + ^r-*'<«> + #*«+- + ,.^' 5 (nl ir ^"" >(a) 

(Æ-g)" ? w (e.p)+y/-~ix (,,) ( Q »p) 

" T * i.2.3...n (cosu+l/T, sinu)" * 

G,, G, désignant deux nombres inférieurs à l’unité. Si maintenant on divise par [x — a)* 
les deux membres de la formule (7) , on en conclura 

fw . > <rw . ■ il w ■ 1 1 niziw 

W /(*) = (*.<,)“ +T "*■ i.a (*-«)*— + ” ,+ x -“ 

, ^ W . + ^(« L. (X - a) + ... + («-«)*-‘-’ 

+ ,. 2 . 3 ...A ^ 1 . 2 . 3 ...A(/l + l) V ' 1 . 2 . 3 ... («-1) 

+ (x-*) n - h 

, (cosu + y/-ï sinu)" 1.2.3... n 

A l’aide de cette dernière formule, on pourra développer encore f{x) suivant les 
puissances entières et ascendantes de a; — a. Seulement les h premiers termes du 
développement, dont la somme , que j’appellerai * (x) , sera 

M .,,_ rfw'. ■ ilû ! 1 —gw_ + 4-_i-I 

( 9 ) *(*) — r Æ _a) r+ 2 (x-a) h -' ^ 1.2 (*-«)*— ^ ^ 1 . 2 . 3 ... (A-i) x-a 


i\ .. . SW ' , > _£M_ + J!__£!ÏîL- + ... 4._i- S^W 

( 9 ) ’K®)— (*_*)*'+ 2 (a-a)*- 1 ^ 1.2 (*-«)*—^ ^ 1.2.3... (A-i) *-a 

= (* - «r* s wt + {x ’ a \ — *'M+^-7^— *»+■■+T^^rry ^ < a) * 

renfermeront des puissances négatives de x — a. D’autre part, si, dans 1 équation 
(8) , on prend n — h , elle donnera simplement 


SW . ■ £W 1 1 £W_ + + 


, v v _ . * rT r; I - r ’ v -— 

(lO) f{æ) — + a ^1.2 


1 ^-Q(q) 

j.2.3...(/«-i) *-<* 


y ^(G lP ) + y/r lX (A) (9a p) 


1.2.5.../* (cosu+ y/Iisinu) k 


(. 1 ) /(»)=+(*) + (coskj ~ ^ salhj) 1 


et par conséquent, si l’on pose 
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(■=) /(*)-+(*)=-■(*), 

ou, ce qui revient au môme, 


(■3) /(») = ♦(•) + »(») r 

on aura 


('4) 


' ' i. 2.3 ...A 


(cosAu — j/., sinAv) . 


Il est important d’observer que la fonction *(«) , déterminée par l’équation (.4) 
acquerra, pour x — a , la valeur suivante 


O*) 


T (x\ T W (°)+t/ü X W(o) /<»(«) 

v 1.3.5...A - 1 . 3 . 3 ...a" r 


qui sera en général une valeur finie. C’est ce qui arrivera en particulier, si l’on suppose 

CO = 


f(œ) et F(æ) désignant deux fondions entières de la variable x , c’est-à-dire , si la 
fonction f(x) devient une fraction rationnelle. Alors, en représentant par a , b , c... 
les racines distinctes de l’équation 

(17) F (a:) = o 


par h le nombre des racines égales à a , par h le nombre des racines égales à 
b , par l le nombre des racines égales à c , et par un coefficient cons¬ 

tant, on trouvera 

(>8) F(£c) = <DT>(æ —a) *(;*; — b) l (x — c) 1 ... . 

et par suite 

(■!») /(*) = (*-«)*/(*) = -, ; ^ f(x). 

§fb(x-b) l (x-c) 1 ... (DT, ' v • 


Or, en différenciant A fois par rapport il x le dernier membre de la formule (19), 
on en déduira évidemment une valeur de j’W(æ) qui ne deviendra pas infinie pour 
x = <*• D’autre part, si l’on fait pour abréger 


(20) g(a) = A, 



1.2.3... (A-l) 




K*) = 0 , 



QUINZIÉME LEÇON, 
les formules ( 9 ) et (i5) donneront 

A , A * 


XS5 


(ai) 


(aa) 


£/=■ 


(&-a)* (z-a) 




' +... + Ai=L 


[x-d] 




Donc. » désignant une des racines de l’équalion ( 17 ), et h le nombre des racines 
égales à a. la fraction rationnelle P olirra êlr ° ^»*" P osée en deux parties, 

dont l’une V , déterminée par la formule (al), sera la somme de plusieurs fractions 
qui offriront des numérateurs constants, et qui auront pour dénominateurs les puissances 
de x — a d’un degré inférieur à h , tandis que l’autre partie 


(23) 




conservera une valeur finie pour toutes les valeurs finies de la variable x. 

Soient maintenant, dans la fraction (iC), m le dégré du numérateur f(®>, et 
n le degré du dénominateur F(«). Soient de plus V. IV.... des fonctions ra¬ 
tionnelles de a>, semblables à U, savoir, celles dans lesquelles se transforme la 
fonction ^(œ) déterminée par les équations (5) et ( 9 ), quand on substitue à la racine 
a l’une des racines b , c , et au nombre entier h l’un des nombres l,k,... 
Les fonctions U , V , IV , ... déterminées par des équations de la forme 


(* 4 ) 


T] _ 

A 

1 . 

A, 

- 4 - 4 - 

Ah — 1 

(J = ■ 

(x-a) h 

■ -r 

( x-a ) h — 1 

T J **T 

x-a 

T/ _ 

B 

1 

B t 

_ 4 _... 4 - . 

/?*_, 

r — ■ 

{*->)' 

"1 

{x-b)*-' 

-p... -p 

x-b 

T T/ _ 

C 

1 

c t 

_ 4 _... 4. 

Ci 

rr = • 

{x-c ) 1 

■ -r 

(x-cy-> 

1 ••• 1 

x-c 

etc... 







pourront devenir infinies pour des valeurs finies de x , qu’autant que l’on sup- 
icra , dans la fonction U, x = a; dans la fonction V , x = b ; dans la fonc- 
— c f etc... : et, comme les différences 


posera 
lion W. 


(25) 


ffo) _ u 

F(s) 


M. 

¥{*) 


-r, 


f(f) 
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acquerront, au contraire, des valeurs finies, la première pour x = a , la seconde 
pour x = b , la troisième pour x = c , ... ; il est clair que , si l’on fait 

(*6) Æ. — v—r—fr—eic.= q. 

la fonction Q ne deviendra jamais infinie pour aucune valeur finie de x. D’ailleurs, 
en réduisant au même dénominateur les fractions comprises dans les seconds membres 
des équations (24), on parviendra sans peine à transformer la somme U -f- V -{- W + ... 
en une nouvelle fraction qui aura pour dénominateur le produit 

(»7) (x — — by[x — c) 1 ...; 


et, en multipliant par la constante les deux termes de cette nouvelle fraction, 

on trouvera 

Ca8) ü +^+^+-=fJt' 

R désignant une fonction entière de x d’un degré inférieur à n. Gela posé, la 
fonction Q , déterminée par ladormule (26), se présentera sous la forme rationnelle 


( 2 9 ) 




f (x) - R 
F(*) J 


et, puisqu’elle devra rester finie pour toutes les valeurs finies de la variable x, il 
faudra nécessairement qu’elle se réduise à une fonction entière de cette variable. Enfin, 
comme on tire de l’équation (29) 


( 3o ) f(£C) =zQY( x ) -f R , 

les deux fonctions entières Q et R , dont la seconde est d’un degré inférieur à celui 
de F(æ) , représenteront évidemment le quotient et le reste de la division de f(a?) 
par F(aî). Donc la fraction rationnelle, qui aura ce reste pour numérateur et pour 
dénominateur F(æ), sera, en vertu de la formule (28), équivalente à la somme des 
fractions comprises dans les seconds membres des équations (24). 

Dans le cas où le degré m de f(a;) est inférieur au degré n de F(œ) , le 
quotient Q s’évanouit, et l’on a par suite 

f(*) = tf. 

Alors on conclut des équations (24) et (28) 
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f(*) 


A 

+ 

A t 

■+•» + ■ 

Aw-x 

rW 


{x-a) h 

{x-a) h ~' 

x-a 


+ 

B 

1 

JS, 

_ 4-... 4. 

B k _ t 


{x-b) k 

’ 4 “ 



x-b 



C 

1 

Cx 

_ 4-.. 4. 

Cl-x 


+ 

{x-c ) 1 

T 

{x-c) 1 -' 

1 ... -y 

X-C 


4 - etc. 

La formule (5») offre évidemment le moyen de décomposer la fraction rationnelle 

en fractions simples, c’est-à-dire en fractions qui ont pour numérateurs des constantes, 
et pour dénominateurs des puissances entières des facteurs simples x a , x b . 
x _ c , ... La môme formule fournit, à ce sujet, le théorème que nous allons énoncer. 

1 Théorème. Soient 


(. 6 ) 


f(*) 

F(«) 


une fraction rationnelle dans laquelle le degré du dénominateur surpasse le degré du 
numérateur, et a , b , c , ... les racines réelles ou imaginaires de l’équation 

(17) F(as) =0. 


Pour décomposer la fraction (16) en fractions simples, il suffira de la développer, 
1.0 suivant les puissances ascendantes de x—a, 2. 0 suivant les puissances ascen¬ 
dantes de x — 6, 3.° suivant les puissances ascendantes de x — c , etc .. puis 

de faire la somme des termes qui, dans les divers développements, deviendront infinis 

quand on supposera x = a, x=b, x — c, etc . 

Si le quotient Q cesse de s’évanouir, alors des équations (24) et (26) on déduira la 
formule 


w 

F{ x ) 


Q -h 


A x 


{x-a) h {x-a) h 




' „_l 


{x-l >) 1 [ai-b ) 1 


4- 


^ ^ ^ x-a 


Cl-x 


{x-c) L “ (;C-C) 

4 - etc, 


(32) 
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qui servira encore à décomposer la fraction (16) en fractions simples, et l’on devra 
substituer au théorème i.* r la proposition suivante 
2 . 8 Théorème. Soient 


(16) 


ffo) 

*(») 


une fraction rationnelle, dans laquelle le degré du numérateur devienne égal ou supé¬ 
rieur au degré du dénominateur, et a, b , c, . les racines de Céquation (17). 

Pour décomposer la fraction (16) en fractions simples, il suffira de la développer, 
i.° suivant les puissances ascendantes de x — a, 2. 0 suivant les puissances ascen¬ 
dantes de x — b , 3 .° suivant les puissances ascendantes de x — c , ... ; puis d’a¬ 

jouter au quotient de la division de f(æ) par F(æ) la somme des termes qui, dans 
les divers développements, deviendront infinis pour x — a, ou pour x — b, ou 
pour x—c, etc . 

Dans le cas particulier où l’équation (17) a toutes ses racines inégales entre elles, on 
trouve 


(35) h = k = l...= 1, 

(34) F (*) = [x — a) (x — b) {x — c)... ; 

et les formules (3i), ( 5 a) se réduisent aux deux suivantes 


(55) 


#1- = —+-V + —+etc. 

F(ar) x-a x-b x-c 


(36) 


f(®) 

F(*) 


= Q + - 


x-b 


- etc... , 


. Dans le même cas, on tirera de l’équation ( 5 ) 

( 57 ) — — a)f(x) = ■ 

et par conséquent, pour déterminer le coefficient A ou <?*(«) , il suffira dé faire éva¬ 
nouir x — a dans la fraction 

(jr-a)f(aQ 

*(*) 

Mais alors cette fraction, se présentant sous la forme — , devra être [en vertu de la 
formule (6) de la page 4°] remplacée par le rapport 
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Ça?-a) f'ÇO + ffa?) 

FW ’ 

que l’on pourra ntôiric réduire à 

(\x) 

( 58 ) F'(a?) * 

On aura donc 

, f C fl ) 

(* 9 ) FRT* 

On trouvera pareillement 

„ W r — f ( c ) 

( 4 °) B =rjp)' C ~TW c "" 

Enfin, si l’on a égard à l’équation ( 34 ), les formules ( 5 g) et ( 4 o) donneront 


« » f W B — * f W- c_■ . f w - elc 

1 ' SK, («-*)(-«)•••■ at, (*-«)(*-«)•••' at («-«)(*-*)... ,ec ‘ 

Ajoutons que la première des équations (40 peut être déduite directement des formules 
( 34 ) et (37) combinées entre elles , ou, ce qui revient au même, de la formule 


<Dt>(a;-a)(a;-c)... 

Lorsque le degré m do f(æ) est inférieur au nombre n des quantités a, b, 
c , ... on tire des formules ( 35 ) et (40 


M») 


f(a) 

1 . f(*) 

_î_.i_ f W 1 1. 

(a-b)(a-c). 

. (b-a)(b-c).. 

x-b (c-a)(c-b).. x-c 


puis on en conclut, en ayant égard h l’équation ( 34 ), 


«■> <w- fcijfct » " & & £ 


L’équation ( 45 ) n’est autre chose que la formule d’inlorpolaliou de Lagrange, 5 l’aide 
de laquelle on détermine une fonction entière de x , lorsqu’on connaît autaut de va¬ 
leurs particulières de celle fonction qu’il y a d’unités dons lo nombre entier n immé¬ 
diatement supérieur h son degré. 

Lorsque les fonctions f(æ), FÇr) sc présentent sous forme réelle, et que les deux 
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racines a , 6 sont imaginaires et conjuguées, ou de la forme a + fp y/ 7 ? , « — p , 
alors , en désignant par deux quantités réelles propres à vérifier l'équation 


( 44 ) 


Jl — oJMA* 


f(«W-~») 

F'(«+ÉV~0 * 


on trouve que les fractions simples correspondantes à ces racines dans le second membre 
de la formule ( 35 ) ou ( 36 ) sont respectivement 


( 45 ) 


cflo- olo+lfblA 

x-z-py/~i ' x-oc+py/Ti 


En ajoutant ces deux fractions, on obtient la suivante 


( 46 ) 


acllo(g-«)+a<tfeP 


qui a pour numérateur une fonction réelle et linéaire de x , et pour dénominateur un 
facteur réel et du second degré du polynôme F (ce). 

Au reste, on pourrait imaginer diverses méthodes propres à décomposer la fraction 
rationnelle 


l 

F 


en fractions simples, c’est-h-dire, en fractions semblables 5 celles 

que renferme le second membre de l’équation ( 32 ). Mais ces diverses méthodes fourni¬ 
raient nécessairement les mêmes valeurs des coefficients A , A x ,... A h _ x ; B , B x ,... 

Bk~ii C y . Pour le démontrer, multiplions par F(cc) les deux 

membres de l’équation ( 3 î). Alors, si l’on fait pour abréger 

W 7 ) + 


«*) = A + A --ç£$=r+~ + Ak ~: -^T + {— a >‘" w- 


D’ailleurs, comme le premier membre de l’équation ( 47 ) sera une fonction entière de 
x, divisible, ainsi que F (ce), par (x — a ) h , n(a:) représentera encore une fonc¬ 

tion entière. Par suite, si l’on pose dans la formule ( 48 ) x = a + z , et si l’on compare 
ensuite les termes constants et les coefficients des puissances semblables de la variable s 
dans les deux membres développés suivant les puissances ascendantes de cette variable, 
on trouvera successivement 
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(49) f(a + .) = (■£ + ■ 7 èr+- + ^r -) F (* + •) + *‘ n C a + •) • 

ou, ce qui revient au môme, 

(59) f(«) + ^=+^* , +-" + TS^ î '" = *‘ n(a + î) 

. / FC«(«) F<*+'>(a) F(n) ( a ^ z n-h) . 

+ (A + A l z+A a z a +..+A h ~ l z “’*) ( ,. 2 .5.../ t + " i.2.3... h(h+ij i.2.3...n /’ 




Or des équations ( 5 i) on déduira évidemment, pour les constantes A , A t ,... A h ^ t , 
un système unique de valeurs, savoir, 

/r , 2.3...Af(a) . a .5...(A + 0r( a )-^FC^O(fl) 

(52) A — -(/i + i)FW(«) * 

On obtiendrait de la même manière les valeurs de 2 ?, Z?,,... Æ*-ii C» C,,£i_i* 
Il est bon d’observer que la première des formules ( 52 ) donne pour la constante /Z 

une valeur égale à celle que reçoit la fraction --» quand on prend x o. 

Cette même valeur, dans le cas où l’on suppose h = 1 , se réduit h celle que déter¬ 
mine la formule (39). 

Pour montrer une application des principes ci-dessus établis, concevons que Ion 
veuille décomposer en fractions simples la fraction rationnelle 


( 53 ) 

11 suffira, d’après le théorème i. er , de développer cette fraction, i.* suivant les puis¬ 
sances ascendantes de x —1 , 2. 0 suivant les puissances ascendantes de , 

puis de faire la somme des termes qui, dans les deux développements, deviendront in¬ 
finis pour x = 1 ou pour £C = —-1. Or on trouvera , i.° en désignant par *{x) 
une fonction qui conservera une valeur finie pour x = 1 , 
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et par suite 


f(x) — — —^-4- +•■(*) ; 

J V ' 2 {X-I ) a 4 <T -1 ^ V ' 


2.* en désignant par ©■,(#) une fonction qui conservera une valeur finie pour x = _ t, 


(œ + ,)/(æ) = -çhr= =i+< æ + ')'■(•)• 


et par suite 


Les trois fractions simples 




îi ii 


2 (#-i) a ' 4 a?-i ’ 4 *+i 

seront donc les seuls termes qui, dans les deux développements de l’expression (53), de¬ 
viendront infinis pour x = î ou pour æ = — î , et Fon aura, en vertu du théo¬ 
rème i. er , 

(56) -7- 1 -= --!_ - —1 _ U 1 _ i_ . 

(*-i)*(æ+i) 2 (aî-l) a 4 »-» 4 ®+l 

On trouverait de la même manière 


t _ ii xi 

Æ a - I î i-l 2 X+l 


X _ l 1 I 1 

a; a -i 2 x - î 2 æ+i 


Concevons encore qu’il s'agisse de décomposer en fractions simples la fraction ration¬ 
nelle 


m, n désignant deux nombres entiers , et m étant <». En d’autres termes, 
supposons 

f(a:) = x m , F (a;) = x n — î. 


L’équation (17) se réduira simplement à l’équation binôme 
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( 5 9 ) 

dont les racines inégales entre elles seront de la forme 

(60) 


zkjr , . aArr 

X = cos-± v-1 Sin- 


k représentant un nombre entier égal ou inférieur à —n. D’ailleurs, en prenant pour 
x une quelconque de ces racines, on trouvera 

er~\ T . 1 / a*(m+i)ir , _ 2k{m+i)n\ 

f6l \ *JL -= — *"+* = — cos —i-— zb v/ i wn--- • 

v 01 ' F'(a?) nx"- 1 n n \ n n h 

Donc les formules ( 35 ) et (40 donneront, pour des valeurs impaires de n , 

/ -TT 


afm+0^ . /- • a(»»+l)w ... a("ï+0 ,r /- a(”» + 0 ff 

cos— --i— +^/- 1 sin—i - cos - -- y-isin - 


(6a) 


X m _ 1 J 

x n -i n\ 


+ - 


+ etc.. 


‘2 TV . air 

c- cos- y-i sin- 


27 r . 37T 

te—cos- +y-i sin- 




cos -—-- —+{/'■ 

4 - n -----h 

(n-i)n ,— . (n-l)ir 

te—cos —---i/-7sin- 

n v n 


(n- i)7r , . (n-0»f 

a;-cos *--— + y-i sin- 


\ 

puis on en conclura , en réduisant les fractions imaginaires conjuguées au même déno 
minatcur, 

( _(am+i)* _ aTWff 


(n-i)(m+i) 7 r (n-i)m 7 r 

te cos —----—cos-- 


(es): 


—\-- 


27 r 

œ a -2£CC0S-+ 1 


-+■■ + - 


æ’-acccos 


(”-Q* 


On trouvera , au contraire, pour des valeurs paires de n 

( a(m + i) 7 r 2 wr 


(64) -= - 


- + - 


x n ~i nix- 


*-2o;cos — + ï 


(n-a)(m + iW (n-2^m7r 

JFCOS —-COS- 

n n 

. (n - aW 

X*- 2XCOS —-— + 1 


(-Q^ 1 I 
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Différentielles des fondions de plusieurs variables. Dérivées partielles et différentielles 

partielles. 


Soit 


u — f{x,y, s...) 


une fonction de plusieurs variables indépendantes x , y , z ,... Désignons par t un 
accroissement infiniment petit, attribué à l’une quelconque de ces variables, et par 


? (ar,y,z,...), >,*>«•)• +(*0^*>••• )> etc -- 

les limites vers lesquelles convergent les rapports 

f{x+i,y i z i .. ) -f{x,y i z i ..) ^ dc ^ 

i ’ i * i 

tandis que i s’approche indéfiniment de zéro. <f[x,y,z, .) sera la dérivée que 

l’on déduit de la fonction u = f{x,y,z, .) , en y considérant x comme seule 

variable, ou, ce qu’on nomme la dérivée partielle de a par rapport 5 x. De même 
x(x,y,z ,...) , ^ (x,y, z ,...), etc., seront les dérivées partielles de u par rapport aux 
variables y, z, etc... 

Concevons maintenant que l’on attribue aux variables x , y, z , ... des accroisse¬ 
ments simultanés Ax , Ay , As,... et soit Au l’accroissement correspondant de la 
fonction u , en sorte qu’on ait 

(,) A u — /{oc + Ax,y 4- A y, s 4» As,...) — /(x,y,s,...). 

Si l’on assigne à Aîc , A y , As,.... des valeurs finies, la valeur de Au, donnée 
par l’équation (1), deviendra ce qu’on appelle la différence finie de la fonction u , et 
sera ordinairement une quantité finie. Si, au contraire, on assigne à Ax , by, As ,... 
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des valeurs infinimenl petites, la valeur de 4 « sera pour l’ordinaire infiniment petite. 
Mais, tandis que les accroissements 

Aar , A y , A z , ... Am 

s’approcheront indéfiniment et simultanément de la limite zéro, leurs rapports pourront 
converger des limites finies qui seront les dernières raisons de ces mêmes accroissements. 
Gela posé, pour obtenir des quantités ou des expressions algébriques qui puissent être 

considérées comme différentielles des variables x , y > z .. ou de la fonction u 

et désignées en conséquence par les notations dx , dy, dz,... du , il suffira , d’après 
ce qui a été dit dans la première Leçon, page 17, de choisir ces quantités ou ces ex¬ 
pressions, de manière que leurs rapports soient rigoureusement égaux aux dernières 
raisons ci-dessus mentionnées. D’ailleurs, les variables x , y, z ,.... étant supposées 

indépendantes, leurs accroissements A», by, As, . son t entièrement arbitraires. 

Il en sera donc de même des différentielles dx , dy , dz . Quant à la différentielle 

du , on la déterminera sans peiue à l’aide des raisonnements que nous allons indiquer. 

Comme, en s’approchant de zéro, les accroissements 


àx, A y, A z, ... Am 

deviendront sensiblement proportionnels à 

dx , dy, dz , ... du j 

si l’on désigne par « la valeur infiniment petite de l’un des rapports 


Aæ 
dx ’ 


si l’on pose, par exemple , 


(•) 


A y A z Am 

dy * dz ’ du 



chacun des autres rapports différera très-peu de a. Donc l’équation 


Au Au 

_ = a , ou — = du 
du a 


sera sensiblement exacte , et l’on aura en toute rigueur 
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- = du -f- p , 


p devant s’évanouir avec a. Effectivement, lorsque la proportion 

: dx :: au : du 

se trouve à très-peu près vérifiée, il suffit, pour la rendre rigoureuse, d ajouter à son 
dernier terme du une quantité (3 peu différente de zéro; et alors cette proportion, 
ou plutôt la suivante 

\x : dx :: au : du -f- ( 3 , 

donne évidemment 

, A u , A u' 

du +?=ïï d * == —- 

Si maintenant on fait converger « vers la limite zéro, on tirera de l’équation (2) 


On trouvera de la même manière 

Ay 

(5) dy = lira — , 


du = lira — ; 


. Az 

dz = lim — , etc... ; 


et, comme on aura d’ailleurs, en vertu de l’équation (2) , 


on trouvera encore 


dx = — , 


dx = lim — . 


Ajoutons que, si, dans la formule ( 4 ) , on substitue la valeur de A a donnée par la 
formule (1), on en conclura 

M da = lim ' 


Il ne reste plus qu’à chercher la limite vers laquelle converge le soCond membre de 
l’équation (7), quand, après avoir posé A# = adx, on fait converger « vers la 
limite zéro. On y parviendra de la manière suivante. 
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Si, dans la fonction 

u = f{x,y,z t ...) , 

on fait croître l’une après l’autre les variables x , y, z des quantités Ace , a y, 

A z ., on déduira de l’équation (16) de la page 36 une suite d’équations de la 

forme 

/(* + A x,y,z, .•••)— .) = Ace ? (cc4.0 I A .), 

f{x+bx,y+by,z, .) — f{x+bx,y,z, .) = byx(x+*x,y+0 2 by 9 z, .), 

f{x -1- A x,y -f Ay,z Az,... ) — /(*+A x,y + A y,z ,...) = Az Acr,y -j- A y 9 z + 0 3 Az,.. ) 

etc., 


0i » 0a , 03 désignant des nombres inconnus, mais tous compris entre zéro et l’unité. 
Or, en ajoutant ces équations membre à membre, on en tirera 

(8) f{x + A x, y + by, z + Az, ... ) — f(x,y, z 9 ...) = 

Ax.ÿ(æ+ 0, Aa?,y,z,..) -f- Ay.x(#4* Atf,y + 6 ..Ay,z,..) + Az.^(a;-f- bx,y + Ay,z4- 0 3 Az,..) + etc. ; 

puis, en divisant par a les deux membres de la formule (8), faisant converger « 
vers la limite zéro, et ayant égard aux équations ( 5 ) , (6), (7), on trouvera 

( 9 ) du = <f (x 9 y 9 z, ...) dx + x {x,y,z, ...) dy + $ {x,y 9 z,...)dz + etc. 

En vertu de l’équation (9), la différentielle de la fonction u se trouve complètement 

déterminée, dès que l’on lixe les valeurs des quantités dx , dy , dz , . Mais ces 

dernières quantités, qui représentent les différentielles des variables indépendantes, restent 
entièrement arbitraires, et on peut les supposer égales à des constantes finies quelcon¬ 
ques h , k , /.... 

La démonstration précédente de la formule (9) suppose implicitement que les variables 
ce , y , z ,.... et la fonction u sont réelles, ainsi que leurs accroissements et leurs 
différentielles. Mais il est facile de modifier cette démonstration de manière à la rendre 
applicable au cas même où la fonction a , les variables x , y , z , ... , les accrois¬ 
sements Ace, a y, a 2,..., et les différentielles dx , dy , dz,... deviennent imagi¬ 
naires. En effet, lorsque acc , \y 9 A z . sont infiniment petites, on tire de la for¬ 

mule (5i) de la treizième Leçon 
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f(x+*x,y,z t . .) - fi*’?’ *> .) = A*. [ f (*, y, t .) + * 1 > 

f{x + b*, y 4- A y, x, . ) — f(x-\-àx,y,z, .) = Ar-tx(* + A*» J» z,.) 4“ J 1 » 

f {x+bx,y+ by,z-\-— f(x+bx,y-{-by,z,...)=bz.[^(x-\-bx,y-\-by,z,...)-\-K], 


etc. , 

/, /, K,... devant s’évanouir avec Aæ , A y, A « ,On a donc par suite 

(io) A*+**>y 4- *** + a*,...)—/(*>**•••) = 

[f(»>T>*»--0 + / ] A * + [x(«+l A «>5 r »*v«0 + ^]^+W(* + A«,y + A i y,*,...) + «]A* + etc. 

Or il suffit de diviser par a les deux membres de l’équation (îo), et de faire ensuite 
converger a vers la limite du zéro, pour retrouver la formule (9). 

En appliquant la formule (9) à des cas particuliers , on en tirera 


d(x+y+z+....) =dx+dy+dz + ... ,d(x-y) = dx-dy, d(ax+by+cz + ....)=adx+bdy+cdz + ., 

d {x y>z-...) = xy b *'.--(«^+by + °T + -’-) ’ rf (y) = ' 

d.x y — yx y ~'dx + x r \(x)dy, etc..., 


ydx - xdy 

y a 


d{x+y[/~) =zdx-\- \/~dy, d.e*^-‘ _ e *+rv_. (<& + dy\/T x ) , etc. 

Il est important d’observer que, dans la valeur de du donnée par l’équation (9) , 
le terme <f{x,y,z,...)dx est précisément la différentielle qu’on obtiendrait pour la 
fonction u = f{x,y,z,...) en considérant dans cette fonction x seule comme va¬ 
riable , et y, z . comme constantes. C’est pour cette raison que le terme dont il 

s’agit se nomme la différentielle partielle de la fonction u par rapport à x. De même 

y{x,y,z,...)dy , \{x,y,z,...)dz, etc..., 

sont les différentielles partielles de u par rapport à y , par rapport à 5 , etc. 

Si l’on indique ces différentielles partielles en plaçant, au bas de la lettre d , les va¬ 
riables auxquelles elles se rapportent, comme on le voit ici, 

d x ii, d y u , d t u , etc... , 

27 
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on aura 

. . . i d x u d y u , , . d.u 

(11) T (a = , x(cc,7, «,...) etc... ; 

et l’équation (9) pourra être présentée sous l’une ou l’autre des deux formes 

(12) du — d x u -f- d y u d t u etc... , 

, . d x u . , d r u , . d t u , 

(1 3 ) du — — — dx-\ -7— dy -\—-— dz etc.... 

v ' dx dy J dz 

Il résulte de la formule (12) que les différentielles partielles d x u , d y u , d t u , etc., 
sont les diverses parties de la différentielle totale du, que l’on peut aussi nommer sim¬ 
plement la différentielle de la fonction u. 

Pour abréger, on supprime ordinairement, dans les formules (11), les lettres que 
nous avons placées au bas de la caractéristique d , et l’on représente simplement 
les dérivées partielles de u prises relativement à x , y, z , ... par les notations 


04 ) 


du du du 

Ty' Tz‘ elc - 


Alors, — n’est pas le quotient de du par dx ; et, pour exprimer la différen¬ 
tielle partielle de u , prise relativement h x , il faut employer la notation 


dx 


qui n’est point susceptible de réduction , h moins qu’on 11e rétablisse la lettre x au 
bas de la caractéristique d. Lorsqu’on admet ces conventions, la formule (10) se 
réduit à 

(,5) is! ï*+^ + ï A + V 

Mais, comme il n’est plus permis d’effacer dans cette dernière les différentielles dx , 
dy, dz ,... , rien ne remplace la formule (12). 

En terminant celte Leçon, nous indiquerons un moyen fort simple de ramener le 
calcul des différentielles totales à celui des fonctions dérivées. Si l’on prend Aæ = adx , 
u désignant une quantité infiniment petite, la différentielle totale du sera déter¬ 
minée par la formule (7), pourvu qu’en s’approchant de zéro, les accroissements Aas , 
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iy 42 ,... deviennent sensiblement ou même rigoureusement proportionnels aux dit 
férentielles dx , dy, dz,... Donc la formule (7) subsistera. si l’on pose 

(l6) 4 * = «<fa, 4y = «dy, » • = ««*, etc-, 

en sorte qu’on aura 

f(a)+a.(l£c,y‘\’<xdy, z+a,dz t -.-) - J • ••) 

(iy) du = lim — _ ' ” 

D’autre part, si, dans l’expression ~f{x 4 *dx,y 4 , onconsidète 

a comme seule variable, et si l’on fait en conséquence 


f{x 4 acte, j 4 *dy, z 4* «dz ,...) = F(«) , 


on aura non-seulement 


u = F(o) , 


mais encore A« = F(«) - *('o) . et par suite 

(40, dM = li mMW<0). 

Ainsi, pour former la différentielle totale du , H suffira de calculer la valeur parti¬ 
culière que reçoit la fonction dérivée F'M dans le cas où Ion prend a = o. 
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DIX-SEPTIÈME LEÇON. 

Usage des dérivées partielles dans la différenciation des fonctions composées. Diffé 
rcntielles des fondions implicites. Théorème des fonctions homogènes . 


Soit 

s = F{u,v,w ,...) 

une fonction quelconque des variables u, v , iv , ... que nous supposerons être elles- 
mêmes des fonctions des variables indépendantes x, y, s , 5 sera une fonction 

composée de ces dernières variables; et, si l’on désigne par \x , \y , As , ... des ac¬ 
croissements arbitraires simultanément attribués à x, y, z, . les accroissements 

correspondants A u , Av , A tv ,.... A s des fonctions u , v , w , .... s seront liés 
entre eux par la formule 

(0 A*=F(a-4-Au, r 4 -A»,w-1-AtD,...) — F(u,v,w,...). 

Soient d’ailleurs 

*(«,», w,...), y(u,v, a;,...), ... 

les dérivées partielles de la fonction F[u,v ,w ,...) prises successivement par rapport 
à u , v , w ,.... Comme 1 équation (8) de la Leçon précédente a lieu pour des valeurs 
quelconques des variables x , y, z ,... et de leurs accroissemenls acc , A y t a z,..., 
on en conclura , en remplaçant x , y, z par u , v , w ,... , et la fonction / 
par la fonction F, 

(*) Aa, -|-Ar, w-f" Air,...)— F(u f v,w r ...) = 

Aa 4 »(a-f-e I Au,r,ip,..) 4 -A®X(a-f Aa,® + e,At>,ir,..)4-AwY(u+A«,t)4.A®, I p4-93Aw,..)4-olc. 

Dans cette dernière équation 0 , , 0 a , 0 3 ... désignent toujours des nombres inconnus, 
mais inférieurs à l’unité. Si maintenant on pose 


(5) 


Aæ acte , 


A— a dy , A i — adti. 


etc..., 
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a désignant une quantité infiniment petite, on aura, en vertu de la formule (17) de 
la Leçon précédente, 

Aa , Au . Aro A s 

(A) du = lim — , dvz= lim—, dw — lim — ,... rfc = lim— ; 

puis, en divisant par a les deux membres de l’équation (2), et passant aux limites, 
on trouvera 

( 5 ) ds = 4 » (u, v, w ,... ) du -f X (a, v, w ,...) dv + Y (a, v, w ,... ) dw + e te. 

La valeur de ds fournie par l’équation ( 5 ) est semblable à la valeur de du four¬ 
nie par l’équation (9) de la Leçon précédente. La principale différence consiste en ce 
que les différentielles dx , dy , dz ,... , comprises dans la valeur de du , sont des 
constantes arbitraires, tandis que les différentielles du, dv , dw,... sont de nouvelles 
fonctions des variables indépendantes x , y, z , ... combinées d’une certaine manière 
avec les constantes arbitraires dx , dy , dz .. 

La démonstration qu’on vient de donner de la formule ( 5 ) suppose implicitement que 
les fonctions u , v , iv , ... s sont réelles , ainsi que leurs accroissements et leurs dif¬ 
férentielles. Si ces fonctions, ces accroissements et ces différentielles devenaient imagi¬ 
naires, il suffirait, pour établir la formule ( 5 ) , de recourir à l’équation (io) de la Leçon 
précédente. En effet, comme celle dernière équation subsiste, quelles que soient les va¬ 
leurs finies, réelles ou imaginaires, attribuées aux variables x , y , z .et les va¬ 


leurs infiniment petites attribuées à leurs accroissements Ax , \y , A 2 . on en 

conclura, en remplaçant x,y, z,... par u, v, w .. et la fonction f par 

la fonction F, 

^ 6 ) F[u -b* A U)U -{- A v y w A W ).. •) — F(u, v,w ,...) = 


[$ (u,v,w,.\.) +/]Am + [X(n + Aa,r,a>,...)+J]A® + [V(a + A«,ti +• At>, w,...) +/£] Ai» + etc... 


Dans la formule (6) I , J, K , .... désignent toujours des quantités qui s'approchent 

indéfiniment de zéro , en même temps que Ax , A y, \z . Si d’ailleurs on assigne 

à Ax , AJ , az , ... les valeurs que déterminent les équations ( 3 ), il suffira évidemment 
de diviser par a les deux membres de la formule (6), et de passer aux limites pour 
retrouver la formule ( 5 ). 

En appliquant la formule ( 5 ) à des cas particuliers, on en tirera 

d(u -{- r) = du -}- dv , d{u — v) == du — dv , d{au -j- bv) = adu -{- bdv , 
d(au- f- bv -{- cw -f- ...) = adu -J- bdv -j- edw , 
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d(uv) — udv -f- vdu , d(uvw...) = rw...du -f- uw...dv + uv...dw -f-... , 



velu - udv 
v a 


d.u v = vu°~ l duu v \[u)du , etc.... 


Nous avions déjà obtenu ces équations [voyez la seconde Leçon], en supposant u , v , 
w,... fonctions d’une seule variable indépendante x. Mais on voit qu’elles subsistent, 
quel que soit le nombre des variables indépendantes. 

Dans le cas particulier où l’on suppose u fonction de la 6eule variable x , v fonc¬ 
tion de la seule variable y , vu fonction de la seule variable z ..., on peut arriver di¬ 
rectement h l’équation ( 5 ), en partant de la formule (9) de la Leçon précédente. En 
elfet, en vertu de celte formule, on aura généralement 


(7) ds= d-s -f- djS -+■ d z s 4- etc.... 

De plus, comme, parmi les quantités ti , v , vu . la première est, par hypothèse, 

la seule qui renferme la variable x \ en considérant s comme une fonction de fonc¬ 
tion de cette variable, et ayant égard à la formule (10) de la première Leçon , on trouvera 

d x s = d x F(u,v,vu...) =^<b(u t v t iv...)d x u = ${u,v,w...)du. 

On trouvera de même 

d y s = x(u,v,zu...)dv , d t s — (u,v,w...)dv , etc. 

Si Ton substitue ces valeurs de d x s , dyS , d,s ,... dans la formule (7), elle coïncidera 
évidemment avec l’équation (i 5 ). 

Soit maintenant r une seconde fonction des variables indépendantes x, y, z.... 
Si l’on a identiquement, c’est-à-dire, pour des valeurs quelconques de ces variables. 


( 8 ) * = r ’ 

on en conclura 

(9) ds = dr. 

Dans le cas particulier où la fonction r se réduit, soit à zéro , soit à une constante 
c, on trouve drz=.o ; et par suite l’équation 


(10) 

entraîne la suivante 


5 = 0, 


ou 


$—c 
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Les équations (9) et (11) sont du nombre de celles que l’on nomme équations différen¬ 
tielles. La seconde peut être présentée sous la forme 

( 12 ) $(u f v,w,...)du-\-X(u,v,w,...)dv -\-'¥(u,v,w,...)div ... =0 , 

et subsiste dans le cas même où quelques-unes des quantités « , v , w ... se réduiraient 
à quelques-unes des variables indépendantes x , y , s ... Ainsi, par exemple, on trou 
vera, 

en supposant F[x,v) = o , * ( x,v ) dx -f- x v) dv = o , 

en supposant F(x,y t w)=o, ${x,y,w)dx+ x(x,y,w)dy +v (x f y,w)dw — o 
etc. 

Dans ces dernières équations , v est évidemment une fonction implicite de la variable 
x, w une fonction implicite des variables x,y; etc. 

De même, si l’on admet que les variables x , y , z . cessant d’être indépen¬ 

dantes, soient liées entre elles par une équation de la forme 

(i5) f(x r y,z,...) = o, 

alors, en faisant usage des notations adoptées dans la Leçon précédente, on obtiendra 
l’équation différentielle 

(14) y{x,y,z,-~)dx-\-x{x,y 1 t,...)dy + ••• = 0 » 

au moyen de laquelle on pourra déterminer la différentielle de l’une des variables consi¬ 
dérée comme fonction implicite de toutes les autres. Ainsi, par exemple , on trouvera, 

en supposant æ* *4 -y* = a\ xdx-+-ydy = o, dy —— — dx ; 

en supposant y’— x* = a’, ydy — xdx = o, dy —~dx, 

en supposant æ 9 -f y 9 + xdx+ydy + zdz —o , dz = ^~dx- ^-dy. 

Comme on aura d’ailleurs, dans le premier cas, y = ± \/a*^ , et dans le second, 
y = ± v/^r, on conclura des formules précédentes 
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, „„ ,, , -. xax ,, t xax 

(, 5 ) d( vÆ r Tî r) = T _ r . i 

ce qu’il est aisé de vérifier directement. 

Lorsqu’on désigne par u la fonction /(*»/»«.). les équations (i 3 ) et (i 4 ) 

peuvent s’écrire comme il suit, 

(16) u = o , (17) du = o. 

Si les variables x, y , au lieu d’être assujetties à une seule équation de la 

forme ct = o , étaient liées entre elles par deux équations de celle espèce, telles que 


(18) u = o , v — o , 

alors on aurait en même temps les deux équations différentielles 

( 1 g) du = o , dv — o , 

h l’aide desquelles on pourrait déterminer les différentielles de deux variables considé¬ 
rées comme fonctions implicites de toutes les autres. 

En général , si n variables x , y , s,... sont liées entre elles par m équations, 
telles que 

(.20) u = o , • v = o, w = o, etc. 

alors on aura en même temps les m équations différentielles 


(21) du = o, dv = o, dw = o, etc..., 

à l’aide desquelles on pourra déterminer les différentielles de m variables considérées 
comme fonctions implicites de toutes les autres. 

Les principes ci-dessus établis relativement à la différenciation des fonctions compo¬ 
sées fournissent encore ie moyen de démontrer une proposition digne de remarque, et 
que l’on nomme théorème des fonctions homogènes. 

On dit qu’une fonction de plusieurs variables est homogène , lorsqu’on faisant croître 
ou décroître toutes les variables dans un rapport donné, on obtient pour résultat la va¬ 
leur primitive de la fonction multipliée par une puissance de ce rapport. L’exposant de 
cette puissance est le degré de la fonction homogène, En conséquence f[x,y,z, .) 
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sera une fonction de x , y, z ,homogène et du degré a, si, l désignait une 
nouvelle variable, on a, quel que soit t , 

( 22 ) f{tX,ly,tZ,...)=t a f{x,y,Z,...). 

Cela posé, le théorème des fonctions homogènes peut s’énoncer comme il suit. 

Tiiéorêmb. Si l'on multiplie les dérivées partielles d'une fonction homogène du degré 
a par les variables auxquelles elles se rapportent , la somme des produits ainsi formés 
sera équivalente au produit qu'on obtiendrait en multipliant par a la fonction clic 
même. 

Démonstration. Soient 

% u = f(x,y,z,...) 

la fonction donnée, et 

?(*,?,*,...) > xfoy»*»—)* ’K*d r »*»—) » etc . 

ses dérivées partielles par rapport à x,h y,k s, etc.... Si 1 on différencie les deux 
membres de l’équation (22), en y considérant t comme seule variable, on aura, en 
vertu de la formule ( 5 ), 

? (ta,tj y tz, ...)ccdt-\-x(tx,ty, tz, ...)ydt {tx,ty, 4 -... y,z,...)dt; 


puis, en divisant par dt , et posant t= 1 , on trouvera 

(a 3 ) xff (*, y,z,...) +yz(*,y>*7~.) + ^(tc,y,z,...)=za/(x,y, *»—)> 

ou, ce qui revient au même. 


du , du du 

Corollaire. Pour une fonction homogène d’un degré nul, on aura 


( 25 ) 

Exemples. Si l’on pose 


du , du , 

æ — - 4 -y — 4 - 2-}- ... = o. 

dx nrj dy ‘ dz T 


u~— {Ax* + By* 4 * C*' + 2D7S + zEzx 4- 2 Fxy) , 


28 
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l’équation (a4) donnera 
( Ax + Fy+Ez) x + {Fx+B y + Dz) y + {Ex+Dy + Ci) z = Ax * + B y 7 + Cz ' + » Dyi + 2 Ezx + •xFxjr. 
Si l’on pose au contraire 

l'équation (2 5 ) sera réduite à 

1 x 

— x - y = o. 

y y* J 
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DIX-HUITIEME LEÇON. 

Différentielles des divers ordres pour les Fonctions de plusieurs variables. 


Soit 

une fonction de plusieurs variables indépendantes x, y, z, . Si l'on différencie 

cette fonction plusieurs fois de suite, soit par rapport 5 toutes les variables , soit par 
rapport h l’une d’elles seulement, on obtiendra plusieurs fonctions nouvelles dont cha¬ 
cune sera la dérivée totale ou partielle de la précédente. On pourrait même concevoir 
que les différenciations successives se rapportent tantôt à une variable, tantôt à une 
antre. Dans tous les cas, le résultat d’une, de deux, de trois .... différenciations suc¬ 
cessivement effectuées, est ce qu’on appelle une différentielle totale ou partielle du prê¬ 
ter, du second, du troisième ... ordre. Ainsi, par exemple , en différenciant plusieurs 
fois de suite par rapport à toutes les variables, on formera les différentielles totales du , 
ddu , dddu... que l’on désigne, pour abréger, par les notations du , d’u , d*u , .... 
Au contraire, en différenciant plusieurs fois de suite par rapport à la variable x , on 

formera les différentielles partielles d x u , d x d x it , d x d x d x u . que l’on désigne par 

les notations d x u . d x 'u , d x hi . En général, si « est un nombre entier quel¬ 

conque , la différentielle totale de l’ordre n sera représentée par d"u , et la diffé¬ 
rentielle du même ordre relative h une seule des variables x, y, z . par d x n u . 

d "u d”u . etc. Si l'on différenciait deux ou plusieurs fois de suite par rapport à deux 
ou h plusieurs variables , on obtiendrait les différentielles partielles du second ordre, ou 
des ordres supérieurs, désignées par les notations d x d r ti , d,d x u , d x d>u ,... d x d r d>u 
0r il est facile de voir que les différentielles de cette espèce conservent les mêmes va¬ 
leurs quand on intervertit l’ordre suivant lequel les différenciations relatives aux diverses 
variables doivent être effectuées. On aura, par exemple, 

^ d x d y u — d y d x u. 

C’est effectivement ce que l’on peut démontrer comme il suit. 

Concevons que l’on indique par la lettre * . placée au bas de la caractéristique a. 
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l’accroissement que reçoit une fonction de x, y, z ,. lorsqu’on fait croître x 

seule d’une quantité infiniment petite adx. On trouvera 

(.2) k x uz=:f[x -{- *dx,y,z,...) — f[x,y,z,...), d x u = lim , 

(3) \ x d y u =■ d r {u + A,n) — d y u = d y b x ii , 

e! par suite 

A x d r ti dfb x u A x u 


puis, en faisant converger a vers zéro, et ayant égard à la seconde des formules (2) , 
on obtiendra l’équation (1). On établirait de la même manière les équations identiques 
d x d s u = d t d x u , dj.d t u = d t d y u , etc. 

Exemple. Si l’on pose a = arctang — , on trouvera 

d x u=—-—dx , d~u = -- —dy , d v d x u = d x d v uz=z 

x*+y* J x'+y* j j j 

L’équation (1) étant une fois démontrée, il en résulte que, dans une expression de 
la forme d x d y d t ...u , il est toujours permis d’échanger entre elles les variables aux¬ 
quelles se rapportent deux rlifférencialions consécutives. Or, il est clair qu’à l’aide d’un 
ou de plusieurs échanges de celte espèce, on pourra intervertir de toutes les manières 
possibles l’ordre des différenciations. Ainsi, par exemple, pour déduire la différentielle 
d t d y d x ii de la différentielle d x d y d z u , il suffira d’amener d’abord par deux échanges 
consécutifs la lettre x à la place de la lettre z, puis d’échanger les lettres jet 2, 
afin de ramener la lettre j à la seconde place. On peut donc affirmer qu'une différen¬ 
tielle de la forme d x d J d t ... u a une valeur indépendante de l’ordre suivant lequel 
sont effectuées les différenciations relatives aux diverses variables. Cette proposition sub¬ 
siste dans le cas même où plusieurs différenciations se rapportent à l’une des variables, 
comme il arrive pour les différentielles d x d y d x u , d x d y d x d x u , etc. Lorsque celte cir¬ 
constance se présente, et que deux ou plusieurs différenciations consécutives sont rela¬ 
tives à la variable x; on écrit, pour abréger, au lieu de d x d x , d z x au lieu 

de d x d x d x , etc. Cela posé, on aura 

d\d y u~d x dyd x u , d 3 x d r d t u = d x d y d x d i d x u = d y d z x d % u = etc... , 

d' x d i y u ~ d z y d* x u , d x d* r d z t u — d x d\d , J u = d* J d x d z % u = etc.... 

et généralement, l, m , n ,... étant des nombres entiers quelconques, 


C 


7 dxdy. 
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(4) d l T d w y du = d' t d n t d m y .,.,u = d m yd l x d n .a = elc.... 

Comme, en différenciant une fonction des variables indépendantes x , y, z ,. 

par rapport h l’une.d'elles, on obtient pour résultat une nouvelle fonction de ces variables 
multipliée par la constante finie dx , ou dy, ou dz , ..., et que, dans la différencia¬ 
tion d’un produit, les facteurs constants passent toujours en dehors de la caractéristique 
d; il est clair que, si l’on effectue l’une après l’autre, sur la fonction u — f(x,y,z,..), 
I différenciations relatives h x , m différenciations relatives h y, n différenciations 

relatives h z .. la différentielle qui résultera de ces diverses opérations, savoir, 

d l x d m yd n t ...u , sera le produit d’une nouvelle fonction de x , y , 2 , ... par les fac¬ 
teurs dx, dy, dz,... élevés, le premier à la puissance l mc , le second à la puissance 
m mc , le troisième à la puissance n me ,... La nouvelle fonction dont il s’agit ici est ce 
qu’on nomme une dérivée partielle de u , de Y ordre l 4- m -f- n 4* ... Si on la dé 
signe par d{x,y,z ,.,.), on aura 


(5) 

et par suite 

(6) 


d l x d m yd%... u — zr(x,y,z i ...)dx l dy r "dz* . 

, , d l x (t"‘y(/" z ....U 


Il est facile d’exprimer les différentielles totales d 2 u , <Z 3 u ,... h l’aide des différen¬ 
tielles partielles de la fonction u ou de ses dérivées partielles. En effet, on lire de la 
formule (12) [seizième Leçon] 

d 2 u = ddu — d x du 4 d y du 4 - d t du 4 ••• 


= d x {d x u + dyU 4- d t u ...) + dy{d x it 4- d.u 4- d t u...) + d z {d x u 4 d,u 4- d t u...) , 


et par suite 

( 7 } d 2 u = d 2 x u 4 - d'yit 4 - d* t u 4 ••• 4 " 2 d x d r u 4 - 2 d x d % u ... 4 2 d, d z tt 4 * ••• . 

ou, ce qui revient au môme, 

( 8 ) d ' u = 

( 1 » a d 2 .u d 2 z u , , d x d r u . , d x d t u d y d z u , , 

.^!Ldx'+—- —rfy* + -77+*.. + 2 ~ri— dxdy + 2 - — dxdz.,. + g dvd:.... 

dx 2 dy 2 J dz 2 dxdy J dxdz ‘ • - 


dydz 


On obtiendrait avec la même facilite les valeurs de d*u , d^u 
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Exemples. d 3 (xyz) = z[xdydz -\-ydzdx 4- zdxdy) , d 3 (xyz) = Gdxdydz , 

d'(x'-hy‘=z*(dx'+dy % -\-dz % ..), rf 3 (aj 3 -+-j' 3 +2 3 ...) == ^(^ a:î “ l ' e O r3 " , “^ 23 * , ‘)* etc - 

Pour abréger, on supprime ordinairement, dans les équations (6), (8), etc. les 

lettres que nous avons écrites au bas de la caractéristique d , et l’on remplace le se¬ 
cond membre de la formule (6) par la notation 

dl+m+n... u 

( 9 ) dx l dy m dz n ... 


Alors les dérivées partielles du second ordre se trouvent représentées par 

d 3 u d 3 u d*u d 3 u d 3 u d 3 a 

dx' * dy 3 * dz * '* dxdy ’ dxdz '’ dydz 

les dérivées partielles du troisième ordre, par 


d 3 u 

dx T 


d 3 u 


d 3 u 

dxdy 3 


etc... ; 


dx 3 dy ’ 

et la valeur de d 3 u se réduit à 
(*°) 

+ J— dy 3 + ~r~~~ dz 3 ... + 2 dxdy+2-^-j—dxdz... + ï dydz ... 

dx 3 dy 3 J dz 3 7 dxdy J dxdz dydz 


d 3 u = 

d’u 


Mais il n’est plus permis d’effacer , dans cette valeur, les différentielles dx, dy , dz, ... 
attendu que ~y~T » * *~ ne désignent P as I e8 quotients qu’on obtiendrait en divi¬ 
sant d 3 u par dx 3 ou par dxdy . 

Si, au lieu de la fonction u — f(x,y,z,...), on considérait la suivante 


( 11 ) sr=z F{u,v,w,...) , 

les quantités u , v , w ,.... étant elles-mêmes des fonctions quelconques de? variables 
indépendantes x, y, z , , les valeurs de d*s , d 3 s,... se déduiraient sans peine 

des principes établis dans la dix-septième Leçon. Effectivement, en différenciant plusieurs 
fois la formule (11), on trouverait 
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/ d , = j[ESü^Léu+ rfF(, ‘^ - U + <*(*••>•?-) dw + 


(is) 


etc.. 


du ,^ dudv+ ... + ^ 5 ^rl d , u+elc „, 

rf« 5 rfwrf® «« 


\ etc.. 


Exemples. d''{u + v) — d n u + d n v f d n [u-v) = d n u-d n v, d n (u+v\/~)*=d”u + l/Td"r, 
d n {au 4- 6 v 4 - cw ...) = ad"u 4 - bd H v 4 * cd n w 4 “ •••• 


Parmi les équations que l’on peut déduire des formules (12), on doit distinguer celles 
qui déterminent les différentielles d’une fonction s de plusieurs variables u, v, tv, ... 
dont chacune est à son tour une fonction linéaire d’autres variables supposées indépen¬ 
dantes. Soient en effet a , b , c , ... k des quantités constantes , et 

(i3) « = ax 4“ by 4“ cz 4~ ••• 4* ^ 

une fonction linéaire des variables indépendantes x , y , z , ... La différentielle 
(, 4 ) du — adx 4“ bdy 4“ °dz 4* • • • 

sera elle-même une quantité constante, et par suite les différentielles d*u , d l u .. 

se réduiront toutes à zéro. On conclut immédiatement de cette remarque que les diffé¬ 
rentielles successives des fonctions 

F(u) , F(u,v) , F(u,v,w,...) 


conservent la même forme dans le cas où u , v , w , .... sont considérées comme va¬ 
riables indépendantes, et dans le cas où u , v , w ,... sont des fonctions linéaires des 

variables indépendantes æ, y, z . Ainsi, on trouvera dans les deux cas, pour 

s = F{u) , 


(,5) (*5 = F'(u)£/u , d's = F"[u)du*, d*s = F"\u)du \... d n s = F<"> {u)du n ; 

pour s = F(u,v), 


(16) d n s — 




du n 


l du n ~ l dv 


1 dudv n ~ 1 


dv n 


pour s=F[u)F(v), 
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( 1 7) d n s — 

F< n >{u)F(v)du n +^F< n - l >(u)F\v)du n 'dv+..+^F'{u)F< n -'>(v)dudv n '+F{u)F< n >{v)dv''i 
elc. 

Ces diverses équations subsistent, lors même que, u , v , w .. étant fonctions li¬ 
néaires de x,y, les constantes a, 6, c,...fc, comprises dans u, v , w,... 

deviennent imaginaires. On a, par exemple, pour « = F(x y \/~) , 

(18) ds = F'(ce 4 “y V~)(dx H- V~fy ),... d n s = F^ n) {x -\-y[/~)[dx \/~dy) n ; 

pour s — F{x — y \/T x ) , 

(19) <U=rF\x — y\/T x ){dx— \ZZdy ) ,... d n s = F^{x — yy/“)(dx — {SZdÿ)*; 
pour s = F(æ 4 - t y\/“)F(a;— jv/“) * 

(20) d n s = FW\x "\-y^î)F{x —j^/T 7 )(céc 4- 

4 - ^ * ,(,, “ o 0 * +rv'“)* ,/ (® )(<** 4 - ^zdyy^^x - ^ 4 /) 

4- etc....., 

+ y F(œ 4 -rV / ^)^ C,, " 0 ( iC --rV / ")( rf ‘' E 4 - \/~dy)(dœ — v/Trfj)"-* 

4 - *(« + JV'S*)F«(«-- j- v/- <M*. 

On obtiendrait encore avec la plus grande facilité le» différentielles des fonctions im¬ 
plicites de plusieurs variables indépendantes. Il suffirait de différencier une ou plusieurs 
fois les équations qui détermineraient ces memes fonctions, en considérant comme cons¬ 
tantes les différentielles des variables indépendantes, et les autres différentielles comme 
de nouvelles fonctions de ces variables. 
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Méthode, propres à simplifier la recherche des différentielles totales pour le, fonctions de 
plusieurs variables indépendantes. Pâleurs symboliques de ces différentielles. 


Soit toujours 




une fonction de plusieurs variables indépendantes x , y , s » ••• î cl désignons pai 

etc ” 

ses dérivées partielles du premier ordre relatives à a;, h j, à c ,. Si 1 on fait, 

comme dans la seizième Leçon, 

^ ^(a) = f[pc + *dx, y + «dy , s-fatk,...) , 

puis, que l'on différencie les deux membres de l’équation (.) par rapporté la variable 
a , on trouvera 

Si, dans cette formule, on pose «= » , on obtiendra la suivante 

( 3 ) F'(o) = vC^=.- 0 dx + x(^.^-- 0 ‘fy + + (*-J'--'")^ + '''= rf “ : 

laquelle s’accorde avec l’équation (..) de la seizième Leçon. De plus, il résulte évidem¬ 
ment de la comparaison des équations (.) et (s) qu’en différenciant, par rapport à «, 
une fonction des quantités variables 

x + xdx, y + ady, s + ads,..., 

on obtient pour dérivée une autre fonction de ces quantités combinées d’une certaine 
r 29 
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manière avec les constantes dx , dy, dz . De nouvelles différenciations, relatives 

à la variable a , devant produire de nouvelles fonctions du même genre, nous sommes 
en droit de conclure que les expressions (4) seront les seules quantités variables renfer¬ 
mées, non-seulement dans F(«) et F'(<*) , mais aussi dans F"(a) , F'"(a) , ..., et 
généralement dans F (n) («) , n désignant un nombre entier quelconque. Par suite les 
différences 

F(«) — F(o ), F '(*) — F'(o), F» — F» ,... F<»>(«) — FW(o) , 

seront précisément égales aux accroissements que reçoivent les fonctions de x, y, 
représentées par 

F(o), F'(o), F»,... FW(o), 

lorsqu’on attribue aux variables indépendantes les accroissements infiniment petits ctdx, 
ady , udz ,.... Cela posé, comme on a F(o) = u , on trouvera successivement, en 
faisant converger a vers la limite zéro , 

F'(o) = lim = lim = du , 

' ' a a 


F"(o) = lim F - -— - F ■— = lim = ddu = d*u , 

F"'(o) = lira F "W — F,, (°) - = lim= dd'u = d*u , 

' ' a a 


etc.. 


. x .. FC-0(«).FC«-0 (o) Arf"-«a , . 

n )(o) =lim-——-—— =bm-= dd l = d n u. 


FW( o) 


En résumé, l’on aura 

( 5 ) a = F(o), du = F'{ o), d>« = F"(o), d ! «=F»,.J"«=:F«(o). 

Ainsi, pour former les différentielles totales du , d 7 u , ... d n u , il suffira de calculer 
les valeurs particulières que reçoivent les fonctions dérivées F'(a) , F"(a) , ... F c, °(a) , 
dans le cas où la variable a s’évanouit. 

Parmi les méthodes propres à simplifier la recherche des différentielles totales, on 
doit encore distinguer celles qui s’appuient sur la considération des valeurs symboliques 
de ces différentielles. 

En analyse, on appelle expression symbolique ou symbole toute combinaison de signes 
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algébriques qui ne signifie rien par elle-même, ou à laquelle on atlribue une valeur dif¬ 
férente de celle qu’elle doit naturellement avoir. On nomme de même équations symbo¬ 
liques toutes celles qui , prises à la lettre, et interprétées d’après les conventions géné¬ 
ralement établies, sont inexactes ou n’ont pas de sens, mais desquelles on peut déduire 
des résultats exacts, en modifiant ou altérant, selon des règles fixes, ou ces équations 
elles-mêmes, ou les symboles qu’elles renferment. Dans le nombre des équations sym¬ 
boliques qu’il est utile de connaître, on doit comprendre les équations imaginaires [voy. 

VAnalyse algébrique , chapitre VII] et celles que nous allons établir. 

Si l’on désigne par a, b, c , ... des quantités constantes, et par l, m, n , ... p , 
q , r,... des nombres entiers, la différentielle totale de l’expression 

(6) ailjd y m dj ... u -f- bdj>dj'dy ... u + etc*• • » 
sera donnée par la formule 

( 7 ) d[adj + bd'xPdy * dS ...u •+-...] [adjdy'"dS...a+bd x Pdy r dS...u + ...] 

+ d y \adjd 7 m dy... u -f bd x PdyU , r ... a +.....] +d t [adjdydy ... u+ bd x Pd y 1.dy ... u+...••■ 
— adj + 'dy m dy .... u -f- ad l x dÿ m + 1 dy... u + adjdy dy +:1 ... . u -f-.... + bd x p + 'dy1dy .... « -f-. 

De celte formule réunie à l’équation ( 4 ) de la dix-huitième Leçon , on déduit immédiate¬ 
ment la proposition suivante. 

Théorème. Pour obtenir la différentielle totale de l'expression (6) , il suffit de mul¬ 
tiplier par d le produit des deux facteurs adjd/ n dy.... -f- bd x rdyidj .... -f- .... , 

et u , en supposant d = d x d y d t . » cl opérant comme si les notations 

d , d x , dy , d t ,... représentaient devéritables quantités distinctes les unes des autres , 
de développer le nouveau produit , en écrivant , dans les différents termes , les facteurs 

a, b , c . à la première place, et la lettre u à la dernière; puis de concevoir 

que , dans chaque terme , les notations d x , d r , d t ,... cessent de représenter des quan¬ 
tités , et reprennent leur signification primitive. 

Exemples. En déterminant, à l’aide de ce théorème, la différentielle totale de l’ex¬ 
pression 

(g) d x u +dyU + d z u-\-... , 

on obtiendra précisément la taleur de ddu ou de d'u , que fournit l’équation (7) de 
la Leçon précédente. En appliquant de nouveau le théorème à cette valeur de d 7 u , 
en obtiendra celle de d l u , et ainsi de suite. 
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Nota. Lorsqu’on ne fait qu’indiquer les multiplications, à l’aide desquelles on peut, 
d’après le théorème, calculer la différentielle totale de l’expression (6), on obtient, 
au lieu de l’équation (7), la formule symbolique 

j' d[ad x l d r m d t n ...u + bd x Pd/d z r ...u 4 -*-J = 

( [ad x l dj, m d % n ... + bd^dj ' 1 d % r ... + «-IM* + 4 “ 4 “ •••]«• 

Comme, dans la formule (9), les notations d x , d y , d t ,... sont employées pour re¬ 
présenter des différentielles, cette formule, prise à la lettre, n’a aucun sens; mais elle 
redevient exacte, dès qu’on a développé son second membre, à l’aide des règles ordi¬ 
naires de la multiplication algébrique, et en opérant comme si d x , d y , d % .. 

étaient de véritables quantités. 

Lorsqu’il l’expression (6) on substitue l’expression (8), et qrte l’on différencie celte 
dernière plusieurs fois de suite, on obtient par les mômes procédés les valeurs symbo¬ 
liques des différentielles totales d*ti , d 3 u , ... , savoir, 

(d x ^ r d J -\-d t ...){d x -\-dy-\-d i ...)u, (d x -\-d y -{‘d % ...)(d x -\-djr-\-d t \..)(d x -\-d y +d t ...)u, etc. 

En joignant à ces valeurs symboliques celle de du , puis écrivant, pour abréger, 
(d,4-rf r 4- d t ...)’ au lieu de (d x d y + d t ...) (d x -f- d y -j- </,....) , 

[d x 4- d y + d t ...) 3 au lieu de (d x 4 - d r 4 - d t ...)[d x 4 - d y 4 * d,...)(d x 4 - d r 4 - d,...) , 
etc. 

on formera les équations symboliques 

(ro) dur={d, + dj + d,...)u, d’u = (d, + d r + d....)'u, d>u = (d x + d r + d,...y u ,... 

et l’on aura généralement, » désignant un nombre entier quelconque, 

(11) d n u = {d x 4- d y 4" d t ...)"u. 

Soit maintenant 

(12) s = F{u,v,w ,...), 

u v , vu , ... étant des fonctions des variables indépendantes x , y, s ,... On trou¬ 
vera encore 

(13) d"s = {d x + dy + d,...)"s. 

Il est très-facile de développer le second membre de cette dernière équation, dans le cas 
particulier oii l’on suppose u fonction de x seule, v fonction de y seule, 

w fonction de z seule, etc. D’ailleurs, pour passer de ce cas particulier au cas 

général, il suffira évidemment de remplacer 
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d x u,d x 'u,dju... par du, d'n, d'n ..., 


d 7 v,d r 'v... par dv,d'v..., etc... , 


c’est-h-dire, d’effacer les lettres x, y, s , placées an bas de la caractéristique d. 
Donc il sera facile, dans tous les cas, de tirer de la formule (tS) la valeur de d"s. 
Prenons, pour fixer les idées, $ = uv. En opérant comme on vient de le dire, on 

trouvera successivement 


(i4) d n {uv) — ud y n v^d x ud/^ l v 


d x 'ud n -'v+..+-d y vd x n ~'u-{-vd x *u , 

1.2 1 


,5) d”(a») = u<f”« +^dud"~’v + d'ud l '~‘v+ +^dvd n ~’u+vd'u. 


La dornière formule subsiste , quelles que soient les valeurs de u , v , et as, y , et 
dans le cas même où u , v se réduisent à deux fonctions de x. 

Exemple. 



n n ( n -') 
ax 


n(i»-i)(n-2) 


+...± "("-‘h-ï-lJ-W. 

a n x n J 



î3o 
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VINGTIÈME LEÇON. 

Maxima et minima des fonctions dt plusieurs variables. 


Lorsqu’une fonction de plusieurs variables indépendantes x, y , z,... atteint une 
valeur particulière, mais réelle, qui surpasse toutes les valeurs réelles voisines, c’est-à- 

dire, toutes celles qu’on obtiendrait, en faisant varier x , y , z .. en plus ou en 

moins de quantités très-petites ; cette valeur particulière de la fonction est ce qu’on ap¬ 
pelle un maximum . 

Lorsqu’une valeur particulière d’une fonction de x , y , z »... est réelle et inférieure 
à toutes les valeurs réelles voisines, elle prend le nom de minimum. 

La recherche des maxima et minima des fonctions de plusieurs variables se ramène 
facilement à la rechercho des maxima et minima des fonctions d’une seule variable. 
En effet, supposons que 

u = f{x,y , z,...) 

devienne un maximum pour certaines valeurs particulières des variables x , y , c , 

En attribuant à ces valeurs particulières des accroissements infiniment petits Ax , av , 
Az , ... choisis de manière que l’expression 

f[x + AX, y + Ay, s 4- A*....) 

reste réelle, on devra trouver constamment 

(») /(aj4-û»,^4- *y,t + A*,...) < f{x,y,z,...). 

D’ailleurs , pour que les accroissements Ax , &y, A z , deviennent infiniment petits, 
il suffit de prendre 

Ax=:a(/x f A y = ccdy, A z = adz f etc..., 
dx , dy , Hz pouvant être des quantités finies quelconques, et désignant une quan- 
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Lite positive ou négative, mais infiniment petite. Par conséquent, dans l’hypothèse ad¬ 
mise , on aura 

(2) /(« + ali* J + «rfj, î + «*, •..) < /(«,;,î,• ••), 

quelles que soit les valeurs attribuées à dx , dy , dz , ... , pourvu qu’on les choisisse 
de manière à rendre réel le premier membre de la formule (2). Or, si 1 on fait, pour 
abréger, 

( 3 ) f{x-\-<xdx,y-\-a.dy,z-\-a.dz v ..) — F(x ), 
la formule (2) se trouvera réduite à la suivante 

( 4 ) F{y)<F{ o). 

Celle-ci devant subsister, quel que soit le signe de «, il en résulte que, si « seule 
varie, F(«), considérée commme fonction de cette unique variable, deviendra tou¬ 
jours un maximum pour a = o . 

On reconnaîtra de même que, si f{x,y,z,...) devient un minimum pour cer¬ 
taines valeurs particulières attribuées à x , y , z , , la valeur de F (a) sera tou¬ 
jours un minimum pour «=*0. 

Réciproquement, si l’on attribue à x , y , s , ... des valeurs telles que F{*) de¬ 
vienne un maximum ou un minimum pour a = o , quelles que soient dx , dy , 
dz ,... , ces valeurs produiront évidemment un maximum ou un minimum de la fonc¬ 
tion f[x,y,z,...). 

Observons maintenant que, si les deux fonctions F( a) , F'(a) sont l’une et l’autre 
continues par rapport à a, dans le voisinage de la valeur particulière a = o, celte 
valeur ne pourra fournir un maximum ou un minimum de la première fonction , qu’au- 
tant quelle fera évanouir la seconde [voyez la septième Leçon], c’est-à-dire, qu’aulant 
que l’on aura 

( 5 ) F'(o)=o. 

Comme on aura d’ailleurs [voyez la formule (20) de la seizième Leçon] 

(6) F '(°) = du r 
l’équation (5) pourra être présentée sous la forme 

(7) du = o. 


Enfin, comme les fonctions F(<*) et F'(<*) sont ce que deviennent u et du , quand 


calcul différentiel. 

on y remplace x par x 4. %dx , y par y + xdy , 3 par z xdz , ..., il est clair 

que, si ces deux fonctions sont discontinues par rapport à a , dans le voisinage de la 
valeur particulière a = o, les deux expressions u et du, considérées comme fonc¬ 
tions des variables x , y , z ,... seront discontinues par rapport à ces variables dans 
le voisinage des valeurs particulières qui leur sont attribuées. En rapprochant ces re¬ 
marques de ce qui a été dit plus haut, nous devons conclure que les seules valeurs de 
x , y, z ,..., propres à fournir des maxima ou des minima de la fonction u , sont 
celles qui*rendent les fonctions u et du discontinues, ou bien encore celles qui vé¬ 
rifient l’équation (7), quelles que soient les constantes finies dx , dy , dz . Ces 

principes étant admis, il sera facile de résoudre la question suivante. 

Pbobleme. Trouver les maxima et minima d'une fonction de plusieurs variables. 

Solution. Soit u=zf{x,y,z. ...) la fonction proposée. On cherchera d’abord les 
valeurs do x , y, 2 ,... qui rendent la fonction u ou du discontinue , et parmi les¬ 
quelles on doit compter celles que l’on déduit de la formule 

(R\ du = zt 00. 


On cherchera, en second lieu, les valeurs de x, y, z . qui vérifient l’équation 

(7), quelles que soient les constantes finies dx , dy , dz ,... Cette équation, pouvant 
être mise sous la forme 


( 9 ) 




entraîne 

(»o) 


évidemment les suivantes 

du _ du_ 

dx * dy 


O , 


du _ 

dz ° * 


etc... , 


dont on obtient la première en posant dx= 1 , dy = o , dz — o .... ; la seconde en 

posant dx^= o, dy = 1, dz = o , .... ; etc. Remarquons, en passant, que, 1 e 

nombre des équations (10) étant égal à celui des inconnues x , y, z , .... , on n’eu 
déduira ordinairement pour ces inconnues qu’un nombre limité de valeurs. 

Concevons à présent que l’on considère en particulier un des systèmes de valeurs que 
les précédentes recherches fournissent poùr les variables x, y, z ,.... La valeur cor¬ 
respondante de la fonction f{x,y,z .) sera un maximum , si pour de très-petites 

valeurs numériques de a , et pour des valeurs quelconques de dx , dy , d~ , la 
différence 

(11) *dx,y “dy, z -f- <*-dz ,...) — f( x >y> z > •••) 


est constamment négative. Au contraire, f(*>y,z,...') deviendra un minimum, si 
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celte différence est constamment positive. Enfin, si ccltc différence passe du positif au 
négatif, tandis que l’on change ou le signe de a, ou les valeurs de dx , dy , dz ,... 
la valeur trouvée de f(x,y,z t ...) ne sera plus ni un maximum ni un minimum. 

Nota. La nature de la fonction u peut être telle qu’à une infinité de systèmes dif¬ 
férents de valeurs attribuées à x , y , s , ... correspondent des valeurs de u égales 
entre elles , mais supérieures ou inférieures à toutes les valeurs voisines, et dont chacune 
soit en conséquence une sorte de maximum ou de minimum. Lorsque cette circons¬ 
tance a lieu pour des systèmes dans le voisinage desquels les fonctions « et du res¬ 
tent continues, ces systèmes vérifient certainement les équations (10). Ces équations 
peuvent donc quelquefois admettre une infinité de solutions. C’est ce qui arrive toujours 
quand elles se déduisent en partie les unes des autres. 

Il est facile de reconnaître les avantages que peut offrir la considération des différen¬ 
tielles totales des divers ordres , dans la recherche des maxima et minima des fonctions 
de plusieurs variables. En effet, d’après ce qui a été dit ci-dessus, pour que certaines 
valeurs attribuées aux variables indépendantes x , y, z , ... produisent un maximum 
ou un minimum de la fonction 

u — f (x,y,z, ...) , 

il est nécessaire et il sullit que la valeur correspondante de 

“ i’(*)= f(x-\-cr.dx,y + «.dy,z-\-adz,...) 

devienne toujours un maximum ou un minimum , en vertu de la supposition a = o. 
Or F (ai) deviendra effectivement un maximum ou un minimum pour a = o , quelles 

que soient d’ailleurs les différentielles dx , dy, dz .. si, pour toutes les valeurs 

possibles de ces différentielles, la première des quantités F'(o) , F"( o) , F (o) .. 

qui ne sera pas nulle, correspond un indice pair, et conserve toujours le même signe 
[voyez la septième Leçon]. Ajoutons que F( o) sera un maximum , si la quantité dont 
il s’agit est toujours négative, et un minimum, si elle est toujours positive. Lorsque 
celle des quantités F'( o) , F» , ^'"(o) , qui cesse la première de s’évanouir, cor¬ 
respond à un indice impair , pour toutes les valeurs possibles de dx , dy , dz ,... , ou 
seulement pour des valeurs particulières de ces mêmes différentielles; ou bien encore, 
lorsque cette quantité est tantôt positive, tantôt négative; alors /^(o) ne peut plus 
être ni un maximum, ni un minimum,. Si maintenant on a égard aux équations (5) de 
la dix-neuvième Leçon, savoir, 

F(o)z=u, F'(o) = du, F"(o)=d*u, etc..., 

on déduira des remarques que nous venons de faire, la proposition suivante. 


3 o 
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i. et Tuéorême. Soit ti = f[x,y, z .) une 'fonction donnée des variables indé¬ 
pendantes x , y, z Pour décider si un système de valeurs de x , y, z , . , 

propre it vérifier les formules (10), produit un maximum ou un minimum de la fonc¬ 
tion u, on calculera les valeurs de d*u, d l u , d^u, etc..., qui correspondent à 
ce système , et qui seront évidemment des polynômes dans lesquels il ny aura plus d ar¬ 
bitraire que les différentielles dx , dy , dz , .... Soit 


(12) 


le premier de ces polynômes qui ne s’évanouira pas, n désignant un nombre entier 
qui pourra dépendre des valeurs attribuées aux différentielles dx , dy, d* ,.... Si, 
pour toutes les valeurs possibles de ces différentielles, n est un nombre pair, et du 
une quantité positive , la valeur proposée de u sera un minimum. Elle sera un maxi¬ 
mum , si, n étant toujours pair, d n u reste toujours négative. Enfin , si le nombre 
n est quelquefois impair, ou si la différentielle d n u est tantôt positive, tantôt né¬ 
gative, la valeur calculée de u ne sera ni un maximum , ni un minimum. 

Nota. Le théorème précédent subsiste, en vertu des principes ci-dessus établis, toutes 
les fois que les fonctions F(a) , F'{*) ,... !*»(«) «ont continues par rapport à « , 
dans le voisinage de la valeur particulière « = o , ou , ce qui revient au meme, toutes 
les fois que u , du , d'u , ... d n u sont continues , par rapport aux variables x , y , 
z , ... , dans le voisinage des valeurs particulières attribuées à ces mêmes variables. 

Corollaire i. er Concevons que, pour appliquer le théorème, on forme d’abord la va¬ 
leur de l’expression 


(. 3 ) 


. d u j 

d'u — dx 
dx a 


+— d *+• 


, + 2 


d'U 


dxdy 


dxdy -f- • 


tirées des formules (10) dans les fonctions 
On trouvera zéro pour résultat, Si toutes ces dé- 


en substituant les valeurs de x , y, z 

d'u d*u d'u 

dérivées —, 

rivées s’évanouissent. Dans l’hypothèse contraire, d'u sera une fonction homogène 
des quantités arbitraires dx , dy, dz , ... ; e t, si l’on fait alors varier ces quantités , il 
arrivera de trois choses l’une. Ou la différentielle d'u conservera constamment le 
même signe, sans jamais s’évanouir; ou elle s’évanouira pour certaines valeurs de dx, 
dy, dz ,..., et reprendra le même signe, toutes les fois qu’elle cessera d’être nulle; ou 
elle sera tantôt positive, et tantôt négative. La valeur proposée de u sera toujours un 
maximum ou un minimum dans le premier cas, quelquefois dans le second, jamais 
dans le troisième. Ajoutons que l’on obtiendra, dans le second cas, un maximum ou 
un minimum, si, pour chacun des systèmes de valeurs de dx , dy, dz , ... propres à 
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vérifier l’équation rf’« = o , la première des différentielles d'u , d^u . qui ne 

s’évanouit pas, est toujours d’ordre pair et affectée du même signe que celles des valeurs 
de d* u qui diffèrent de zéro. 

Corollaire 2.* Si la substitution des valeurs attribuées à x , y, s ,. réduisait à 

zéro toutes les dérivées du second ordre, alors, d'u étant identiquement nulle, il ne 
pourrait y avoir ni maximum , ni minimum, à moins que la même .ubst.tul.on ne fit 
encore évanouir d 3 u , en réduisant à zéro toutes les dérivées du troisième ordre. 

Corollaire 3 .* Si la substitution des valeurs attribuées b x , y, z ,.... faisait éva¬ 
nouir toutes les dérivées du second ordre et du troisième, on aurait identiquement 
d*u — 0 , d*u = 0 , et il faudrait recourir à la première des différentielles a u , 
d 5 u,.... qui ne serait pas identiquement nulle. Si cette différentielle était d ordre im¬ 
pair, il n’y aurait ni maximum ni minimum. Si elle était d’ordre pair ou de la forme 


(» 4 ) 


d im h . . d' m u 

d* m u = -- dx* *+■ 

dx* m dy* m 


■ dy* m -f ... +’ 


dy 


dx' m ~'dy + , 


il pourrait arriver de trois choses l’une. Ou la différentielle dont il s’agit conserverait 
constamment le même signe, pendant que l’on ferait varier dx . dy , ds , ... sans ja¬ 
mais s’évanouir; ou bien elle s’évanouirait pour certaines valeurs de dx , dy, dz , ... , 
et reprendrait le même signe, toutes les fois qu’elle cesserait d’être nulle; ou elle serait 
tantôt positive , tantôt négative. La valeur proposée do u serait toujours un maximum 
ou un minimum dans le premier cas, quelquefois dans le -second, jamais dans le troi¬ 
sième. De plus, afin de décider, dans le second cas, s’il y a maximum ou minimum , 
il faudrait pour chaque système de valeurs de dx , dy , dz ,... propres à vérifier lé- 
quation d* m u = o, chercher parmi les différentielles d’un ordre supérieur k 2m, 
celle qui la première cesse de s’évanouir, et voir si celte différentielle est toujours d ordre 
pair et affectée du même signe que les valeurs de d* w u qui diffèrent de zéro. 

11 est essentiel d’observer que la valeur de d' m u , donnée par la formule (i4), étant 
une fonction entière, et par conséquent continue, des quantités dx , dy, dz ,... , ne 
saurait passer du positif au négatif, tandis que Ces quantités varient, sans devenir nulle 
dans 1 intervalle. Remarquons en outre que, si la quantité u était une fonction im¬ 
plicite des variables x, y, z, . ou si quelques-unes de ce* variables devenaient 

fonctions implicites de toutes les autres, chacune des quantités du , d'u , d l u .. 

se trouverait déterminée par le moyen d’une ou de plusieurs équations différentielles, 
en fonction des différentielles des variables indépendantes. 

Exemples. Pour montrer une application des principes ci-dessus établis, supposons 


(. 5 ) 


u = Ax 9 + 2 Bxy + Cy '* 2 Dx + 2 Ey + F. 
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La fonction u et ses différentielles du premier et du second ordre , savoir, 

(16) du = z(Ax -j- By + D)dx -f- 2 {Bx -\-Cy 4 " E)dy , 
et 

(17) i/ a u = z[Adx* + iBAxdy -+- Cdy*) , 

resteront continues pour des valeurs finies quelconques des variables x , y. De plu9 , 

comme d*u sera une quantité constante, d* u , d^u, etc. s’évanouiront. Par 

suite, les seules valeurs de x et y qui pourront produire un maximum ou un mini¬ 
mum de la fonction u seront celles que déterminent les équations 

(18) Ax -f- By 4- D — o , Bx-\-Cy E — o , 
savoir, 

BE-CD BD-JE 

' JC-B*~ * 7 ~~ JC-B » * 

D’autre part, la valeur de d*u , fournie par l’équation (17), pourra être présentée 
soîis la forme 

(20) rf a u=2^| (dx + ^-dyj 4- {AC — B*)(^-dy^ 

à moins que la constante A ne s’évanouisse. Cela posé, il est clair que la fonction (i 5 ) 
admettra un maximum ou un minimum, Tsi la condition 

(21) AC — B* > o 

est remplie, savoir, un minimum , dans le cas où l’on aura 

(22) A> o, AC — B* > o , 

et un maximum dans le cas où l’on aura 

( 25 ) A< o, AC — B 2 > o. 

En effet les équations (19) fourniront, dans l’un et l’autre cas, des valeurs finies et déter¬ 
minées de x , y ; et de plus l’expression (20) restera positive dans le premier cas, 
négative dans le second , quelles que soient les valeurs attribuées aux différentielles dx , 
dy. Ajoutons que la condition (21) ne peut subsister qu’aulant que la constante A 
diffère de zéro. 
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Concevons maintenant que les constantes A, B, C vérifient la condition 
(, 4 ) AC —B' <o, 

qui se réduit, quand A s’évanouit, à » 


Les équations (19) fourniront encore des valeurs finies et déterminées de x , y. Mais 
l’expression (17) ou (20) changera de signe, tandis qu’on changera les valeurs des dif¬ 
férentielles dx , dy. lin effet, si l’on a 

(26) Az= °> ^*>0, 

l’expression (17), réduite au produit 

( 27 ) 2(2 Bdx + Cdy)dy t 

changera de signe avec dx , lorsque dy differera tris-peu de zéro; et, si l'on a 

(28) A-> o, AC-B-<o. 

l’expression (20) acquerra deux valeurs de signes contraire» quand on prendra snccossi- 


dx-+- — dy = o , 


dy * > 0 , 


(dx + ^dyy> o, dy — o. 


Il suit de ces remarques que, si la condition (24) est satisfaite, la fonction (i 5 ) n’ad¬ 
mettra plus ni maximum , ni minimum. 

Concevons enfin que les constantes A, D . C vérifient la condition 


(3i) 

Si l’on n’a pas en même temps 


AC —B' 


/jE_-CZ) = o, et AE — BD^o, 
l’une des équations (19) fournira une valeur infinie de œ ou d g y, et la fonction (i 5 ) 
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n'admettra point encore de maximum ou de minimum. Si, au contraire, les conditions 
( 3 i) et ( 32 ) sont satisfaites, on devra distinguer le cas où l’on aura 

( 33 ) B' > o , 

et celui où l’on aura 

( 54 ) B‘ = o. 

Dans le premier cas, les formules ( 3 i) et ( 33 ) donneront 


( 35 ) 

par conséquent 

( 36 ) 


AC > o , A'C * > o , 


A*> o et C*> o; 


et l’on tirera des formules (3 j ), ( 32 ) 


( 37 ) 

puis de l’équation (iS) 


e =t d - 


u = A (<c + 4 r) ’+ *o (* + 4 ^) + F ■ 


ou, ce qui revient au même, 

A t . B K Z>\» . AF-D - 

(5 9 ) + - • 

Cela posé, toutes les valeurs de x et y propres h vérifier la formule 

B D 

(4o) x + 7 :r + 7 :=0 

produiront évidemment des valeurs de la fonction w égales entre elles, ainsi qu’au 
rapport 

AF-D * 


et dont chacune pourra être considérée comme un minimum si l’on a A o , ou 
comme un maximum si l’on a A < o. 

Lorsque la condition ( 34 ) sera vérifiée en même temps que les conditions ( 3 i) et ( 3 a), 
les trois produits 

AC, AE , 


CD 
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s’évanouiront, et par suite on aura nécessairement ou 


a3g 


(40 

(40 

ou 

(43) 

(44) 

ou bien 

(45) 

(46) 


A — o, B — o, C — o, 

ii — 2 Dx2 Ey F, 

A = o, B = o, D = o, 
u = Cy* +'a Ey + F , 

B = o, C — o, E — o, 

u= Ax * + 2 Dx-\-F. 


Or il est clair que la fonction u , déterminée par l’équation (4a). n'admet ni maxi¬ 
mum , ni minimum ; tandis que les fonctions (44) et (46) admettent, la première. une 

infinité de maxime ou de minimu égaux !> et correspondants k une valeur 

finie de y , mois à des valeurs quelconques de x , la seconde une infinité de 
maxima ou do minime égaux à — ~ A ~ <=‘ correspondants k une valeur finie de x , 
mais k des valeurs quelconques de y. 

Pour montrer une seconde application des formules précédemment obtenues, prenons 

(4 7 ) u = {cy — bz 4 - /)* + (<** — ex + ™)' + {bx — ay + n)\ 

a , b , c , l, m , n désignant des constantes dont les trois premières diffèrent de zéro. 
Les équations ( 10 ) donneront seulement 


(48) 


cy-bz+l az-cx + m bx-ay + n 


D’ailleurs à chacun des systèmes de valeurs de x , y , » qui vérifieront les équations 

(48) , correspondront des valeurs positives de d'u , égales à celles que détermine la 

formule 

(49) 

Donc les valeurs correspondantes de u , 
port 


d*u = (cdy — bd*y 4- {ad* — cdxy 4- {bdx — ady)*. 


qui seront toutes égales entre elles et au rap- 
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a4o 

. ( al+bm+cn )■ 

^ a* + 6 a + c* * 

pourront être considérées comme représentant chacune un minimum de la fonction pro¬ 
posée. 

Nous terminerons cette Leçon, en établissant une proposition digne de remarque, et 
dont voici l’énoncé. 

2 ,® Théorème. Soit f{z ) une fonction de z qui se présente sous forme réelle , de 
telle sorte que, x , y , Il , T désignant des quantités réelles, Céquation 

(51) f[x = R{cosT + l/-**sinT) 

entraîne toujours la suivante 

(52) /(*— y\f“) = R(co*T — \Z^smT). 

Si la fonction f{z) et ses dérivées des divers ordres restent finies et continues, pour 
des valeurs finies quelconques réelles ou imaginaires de z , si d'ailleurs ces dérivées, 
savoir, 

(53) /'(*). /'(*)• /*W. clc - • 

ne peuvent s'évanouir toutes à ta fois, U module R n admettra point de valeur mi- 
nimum qui ne se réduise à zéro. 

Démonstration. Les valeurs minima du module R , s’il en existe, seront évidem¬ 
ment les racines carrées minima du produit 

(54) s = f{x-\-y\/^)f{x—y\/T x ) = R'. 

Cela posé, concevons que le module R admette un minimum correspondant à une 
certaine valeur réelle ou imaginaire de 

(55) z — x+j\/~, 

et soit, pour cette même valeur, / c ">(2) la première des dérivées de f[z) qui ne 
s’évanouira pas. Comme on aura nécessairement 


(56) f(x+y\/r.)=t>, /'(*+jV") = o, etc*., /<’—>(x+jr l r;) = o, 

et par suite 
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(5 7 ) '/'(■-n^)= # ' /'(*-:>V") = °. etc..., f«-’>(x-y\/-) = o, 

si, dans la formula (»o) de la dix-huitième Leçon, on remplace F par /, cette 
formule donnera, pour la valeur de a en question, 

( 58 ) ds = o, d‘s = o, d 3 » = 0, etc..., d s o, 

(Sp) «.=/<»(?+,v 

puis, en représentant par r , P , les modules des expressions imaginaires 

x+y\/^ , dx + dyy/~, / c ">(x + y\/-' ) * 
et posant en conséquence 

(Go) x +y\/~ = r(cost •+• (/~sin() , dx +dyj/~ = p(cosv + pCTsinv), 

(G!) +jv/“) = -ff I .(cos7 , „4- ✓n-nr.) * 

on tirera de l’équation (Sq) 

(G 2 ) d n s =z *IÎ li n cos{T n — 7’ + 

Or, si la valeur minimum de /f n’était pas nulle, l’expression ( 6 a) serait évidemment 
la première des différentielles ds , d*s, d*s , etc. , qui ne s’évanouirait pas, et cette 
expressiou devrait rester toujours négative, quelles que fussent les valeurs attribuées aux 
différentielles dx , dy , et par conséquent h l’angle t. Mais il arrive, au contraire, 
que, dans le cas où Ii diffère de zéro , ainsi que R n , le second membre de la for- 

(2m+i^7r , 

mule ( 62 ) change de signe, tandis que l’on remplace t par t- j ~ » m an 

un nombre entier quelconque. Donc chaque valeur minimum de s ou de R ne saurai 
différer de zéro. 

Nota. Lorsque le module R de la fonction 
(G 5 ) f( t ) = R{co»T + [/-ûttT) 

devient infini pour des valeurs infiniment grandes du module r de 
(m p eui affirmer que R admet une valeur minimum ou des valeurs mmtma corres¬ 
pondantes 5 des valeurs finies de r, et il résulte du *.• théorème que l’équation 

(64) /W = ® 

admet une on plusieurs racines réelles ou imaginaires. On se trouve ainsi ramené au 
i. er théorème de la quatorzième Leçon. 
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Des conditions gui doivent être remplies pour gu une différentielle totale ne change pas 
de signe, tandis gue l'on change les. valeurs attribuées aux différentielles des va¬ 
riables indépendantes. 


D après ce qu on a vu dans la Leçon précédente, si l’on désigne par u une fonc v 

tion des variables indépendantes x, y, » ,. et si l’on fait abstraction des valeurs 

de ces variables qui rendent discontinue l’une des fonctions u , du , d 3 u , etc... , la 
fonction u ne pourra devenir un maximum ou un minimum que dans le cas où l’une 

des différentielles totales d 3 u , d^u , d G u ,., savoir, la première de ceUes qui ne 

seront pas constamment nulfes, conservera le même signe pour toutes les valeurs pos¬ 
sibles des quantités arbitraires dx , dy , dz , ... , ou du moins pour les valeurs de ces 
quantités qui ne la réduiront pas à zéro. Ajoutons que ,* si quelques systèmes de va¬ 
leurs de dx , dy, dz ,... sont propres à faire évanouir la différentielle totale dont il 
s agit, chacun de ces systèmes devra changer une autre différentielle totale d’ordre pair 
en une quantité affectée du signe que conserve la première différentielle, tant qu’elle ne 

s’évanouit pas. D’ailleurs les différentielles d'u, d^u , d 6 u .. . se réduisent, pour 
des valeurs données de x , y , z ,, h des fonctiuns entières et nomogènes des quan¬ 
tités arbitraires dx , dy, dz,... De plus, si l’on appelle r, s, «... les rapports de 

la première, de la seconde, de la troisième de ces quantités.à la dernière d’entre 

elles, la différentielle 


(i) d* m u = 


dx 3 ' 


- dx 3m +~ 


dy 31 


- dy 3m + - dz 31 

a //, J/W 


dx 31 


~'dy 


dx 3nx -'dy\... 


sera évidemment affectée du même signe que la fonction entière de r , s , «. à la¬ 

quelle on parvient en divisant d 3m u par la puissance 2 m de la dernière des quan¬ 
tités dx , dy , dz ,... , c’est-à-dire, du même signe que le polynôme 


w 


d 3 "> 

dx 31 


d 3m 

dy*‘ 


dz *' 


:+.«+- 


d 3m ~ l dy 


~'s -f- . 


En substituant un polynôme de cette espèce à chaque différentielle d’ordre pair, on re* 
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connaîtra que la recherche des maxima et minima exige la solution des questions sui¬ 
vantes. 

, « p robl ême. Trouver les conditions qui doivent être remplies , pour qu'une fonction 
entière des quantités r, s , l ... ne change pas de signe, tandis que ces quantités va- 
rient. 

Solution. Soit F(r,M...) la fonction donnée, et supposons d’abord les quantités 
r, s, t... réduites à une seule r. Pour que la fonction F{r) no change jamais de 
signe, il sera nécessaire et il suffira que 1 équation 

(3) ^( r ) = 0 

n’ait pas de racines réelles simples, ni de racines réelles égales en nombre impair. En 
effet, si, r 0 désignant une racine réelle de l’équation (3), m un nombre entier, 
et H un polynôme non divisible par r — r 0 , on avait 

F^^ir-r^R , ou F(r) = (r — r.y+'R , 

il est clair que, pour deux valeurs de r très-peu différentes de r 0 , mais 1 une plus 
grande, et l’autre plus petite, la fonction F(r) obtiendrait deux valeurs de signes 
contraires. De plus, comme une fonction continue de r ne saurait changer de signe , 
tandis que r varie entre deux limites données, sans devenir nulle dans 1 intervalle, 
il est permis d’affirmer que, si l’équation (3) n’a pas de racines réelles, son premier 
membre conservera toujours le même signe, sans jamais s’évanouir, et qu’il s’évanouira 
quelquefois sans jamais changer de signe, s’il est le produit de plusieurs facteurs de la 
forme (r — r o y m par un polynôme qui ne puisse se réduire à zéro, pour aucune va¬ 
leur réelle de r. 

Revenons maintenant au cas où les quantités r, s, t... sont en nombre quelconque. 
Alors , pour que la fonction F{r,s,t, ...) ne puisse changer de signe, il sera nécessaire 
et il suffira que l'équation 

(4) F(r, o, 

résolue par rapport à r , ne fournisse jamais de racines réelles simples, ni de racines 
réelles égales en nombre impair, quelles que soient d’ailleurs s , t.... 

Corollaire i." La fonction F{r) ou F{r,s,t f ...) conserve constamment le même 
signe, lorsque l’équation (3) ou (4) n’a pas de racines réelles. D’ailleurs, les conditions 
qui expriment qu’une équation algébrique n’a point de racines réelles, peuvent être ai¬ 
sément déduites de la méthode que j’ai développée dans le dix-septième cahier du Jour¬ 
nal de l'École Polytechnique , page 4^7* 
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Corollaire 2 .* Soit a = f(x,y). La différentielle totale 


( 5 ) 


d'u , , d'u , , d'u , , 

d'u = -f/x 2 -f—— dy' 4- 2 .. — dandy 

dx' dy 2 ^ 


“ 1 dy' J ' dxdy 

conservera constamment le même signe, si l’équation 

( 6 ) 


d'u . d'u d'u 

- r' 4- 2 , , r -rr~ ~ ° 

dx 2 dxdy dy 2 


n’a pas de racines réelles, c’est-à-dire, si l’on a 

( 7 ) 


/ d'u y ^ 
dx 2 rfy* \ dxdy J 


La même différentielle pourrait s’évanouir sans jamais changer de signe, si le premier 
membre de la formule ( 7 ) se réduisait à zéro; et admettrait des valeurs de signes op¬ 
posés , si ce premier membre devenait négatif. 

Corollaire 3.* Soit u = f{x,y, s ). La différentielle totale 

(8) <*•«=£>’ +£*• +£*• + 2 S^ + 2 

conservera constamment le même signe, si l’équation * 


(9) 


/ d'u rf*q \ . d * u 


résolue, par rapport à r, n’a jamais de racines réelles, c’est-à-dire , si l’on a , quelle 
que soit s , 


00 


j d'u d'u 

l d ' u vi s - 

( d'u 

1 o J _ 

d'u d'u d'u 

d'u 

■ s-t- 

j dx* dy 2 

V=iF7 | 

+ J dx' 

~dydz dxdy dxdz 

j dx' 

3 dernière condition sera 

elle-même 

satisfaite, quand 

on aura 

/ 

d'u 

d'u / 

d'u \ 2 

et 


dx 2 

dy' \ 

dxdy ) ^ 

j l d'u d'u 

1 i'a V) 

( d'u d'u 

M’M’j ( 

d'u d'u 

[ \~dx* dy* 

\dxdy J j 

| dx' dz % 

\ dxdz J j ( 

dx' dydi 


>o. 
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Scliolie Soit u = une fonction de n variables indépendantes x, 

y, z , y et posons 

(.,) *('•*•*->= 

d'u . . d»tt . d'u , l. 2 -£- 0 - rs -J- 2 -j“T~ r * “i" 2 77" 4 ” • • • J 

+ «F* ^ -r dxdz djdz 

en sorte qu’on ait 

( ' 5) nr.s)=^'' + *^r S + ^*' + *(^r + ~*)+^' 


Soit de plus D„ le polynôme qui a pour premier terme le produit 
d'u d'u d'u 

( 1 4 ) dx r dy^ dz' 

et qui représente le dénominateur commun des valeurs de dx , dy, dz , .... tirées des 
n équations 


£?-dx+ — dr+-^d: + .. 

dx' ^ dxdy J dxdz 

■="(S) 

d'u . . d'u d'u 

!ïly dX +— y+ T*l dZ+ - 

-'(*) 

J^ dx + J^ dy + ^d, + .. 

| dxdz ‘ dydz J dz 

■■=<) 

\ etc.... , 



en sorte qu’on ait 



1 D =—, 

1 rf*u </ a a 

{ d ' u ) 

(16) 1 

¥ 

1 » 

II 

$ 

\ dxdy j 


d'u d'u d'u 

d'U fi 


DtZ=Z dâ* ’dÿ 7 dz' 

dx' \i 


etc. 
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Pour que le signe de la différentielle totale d'u ou de la fonction F(r,s, <...) reste 
indépendant des valeurs attribuées à dx , Ay , dz , ... il suffira que les rapports 

/ \ D, Di D\ D n 

~dF * ~dT* Di 4 * D t n 

soient tous positifs, c’est-à-dire, que, parmi les expressions 


(. 8 ) 


I) t , 




D 3> . 


celles qui correspondent à des indices pairs, soient positives, les autres étant affectées 
du même signe que Z),. C’est ce que l’on démontrera sans peine à l’aide des consi¬ 
dérations suivantes. 

Supposons d’abord que les variables x, y, z , .... se réduisent à deux x et y. 
Alors', si la quantité 


(> 9 ) 


D,= 


ne s’évanouit pas, il suffira d’attribuer à la variable r de très-grandes valeurs numé¬ 
riques, pour que cette quantité D , et la fonction 

(.o) F(r)=^r-+,^, + JpL = ,.(j^ + A_^L , _L.£M 

dx' dxdy ^ dy' \ dx' ^ r dxdy ^ r' dy' ) 

soient affectées du même signe, ou, en d’autres termes, pour que le rapport 

(«) 


F(r) 

D, 


soit positif. Ajoutons que ce rapport, qui varie avec r par degrés insensibles, croîtra 
indéfiniment avec r a . Donc il admettra une valeur minimum correspondante à une 
valeur finie de r, et sera toujours positif si cette valeur minimum est positive. Or 
la valeur minimum dont il est ici question sera nécessairement déterminée par la formule 


( 22 ) 


<mr) _ 

dr 


de laquelle on tirera , en la combinant avec l’équation ( 20 ), 
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*4: 


(*3) 


et par conséquent 

(* 4 ) P{') 


d'u . d T u 

- r — ; — t~ 

dx 2 dxdy 


d 2 u . 
- r -4- 

dxdy ^ 



D* 

D , 


(* 5 ) 


F(r) _ D> 

Dt DS 


Donc le rapport ( 21 ) restera positif, quel que soit r , et la fonction F(r) sera 
constamment affectée du même signe que D t , si la première des fractions ( 17 ) est 
positive, ou, ce qui revient au même , si l’on a 


( 26 ) D, > o. 

Cette dernière condition coïncide avec la formule ( 7 ). 

Considérons en second lieu le cas où la fonction u renferme trois variables indé¬ 
pendantes a? , y, 2 . Alors , si l’on suppose D t différent de zéro, et D a positif, 
la fonction F(r) , d’après ce qu’on vient de dire, restera toujours affectée du même 
signe que D lt et l’on pourra en dire autant de la fonction 


(27) 


_ / r \ d 2 u , . d 2 u 

|,f It )=n^ r +i i^7 ra+ 


dj' 


Cela posé , il suffira évidemment d’attribuer aux deux quantités r, s r ou seulement 
ii l’une des deux, des valeurs numériques très-considérables , pour que la quantité D x 
et la fonction 



soient affectées du même signe, ou, en d’autres termes, pour que le rapport 
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( 2 9 ) 


F(r,s) 

Ül 


soit positif. Ajoutons que ce rapport, qui varie avec r et s par degrés insensibles, 
croîtra indéfiniment avec r* et avec 5 *. Donc il admettra une valeur minimum 
correspondante à des valeurs finies de r et de s , et sera toujours positif si celte va¬ 
leur minimum est positive. Or la valeur minimum dont il est ici question sera néces¬ 
sairement déterminée par les formules 


(3o) 


dF{r,s) dF(r,s) _ ^ 

dr ds * 


desquelles on tirera, en les combinant avec l’équation ( 28 ), 


d 2 u r \ ^ , d*u _ 

dx 2 dxdy dxdi ’ 


(Si) 


d 2 u d 2 u d*u 

dxdy dy 2 dydi * 


et par conséquent 


d'u d 2 u d 2 u 

TïTz r +~dïdr 8 + ’ 


( 52 ) 


F(r) = 


D a 


( 33 ) 


F(r) 

D , 








Donc le rapport ( 29 ) restera positif, quelles que soient les valeurs de r, s, et la 
fonction F{r,s) sera constamment affectée du même signe que Z), , si les deux 
premières des fractions ( 17 ), savoir. 


Di D< 

Ds ’ D, 3 ’ 

sont positives, ou, ce qui revient au même, si l’on a 

( 3 4) D 2 > o, D,D z >o. 

11 est d ailleurs facile de s’assurer que les conditions ( 34 ) coïncident avec les formules 
(11). 
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En étendant les mêmes raisonnements et les mêmes calculs au cas où la fonction « 
renfermerait quatre, cinq, six, .... variables indépendantes, on prouvera généralement 
i.° que les maxima ou minima des fonctions 

(35) F{r), F(r,s), F{r,e,l) . F(r,»,t .) 

sont égaux aux différents termes de la suite 

D , Di Dn 

( 36 ) ~d7' 1)7 ’ D 3 '. Dn-r ' 

2. 0 que, si ces différents termes sont des quantités affectées du même signe que /), , 
on pourra en dire autant de chacune des expressions (35). D’ailleurs, pour que D t et 
le» expressions (36) soient des quantités de même signe, il suffit évidemment que les 
rapports ( 17 ) soient tous positifs. 

s. e Problème. Étant données deux fonctions entières des variables r, s , t ., 

trouver les conditions qui doivent être remplies , pour que la seconde fonction conserve 
un signe déterminé , toutes les fois que la première s'évanouit. 

Solution. Soit F[r,s,t,..) la première fonction, et H == g{r, s,t, ..) la seconde. 
On éliminera r entre le» deux équations F(r, s, t ,..) = o , et R = ${r,s, t, ..) . 
L’équation résultante, étant résolue par rapport à R , devra fournir pour cette quan¬ 
tité une valeur affectée du signe convenu , toutes les fois que l’on attribuera aux variables 
s , t... des valeurs réelles auxquelles correspondra une valeur réelle de la variable r. 
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Usage des facteurs indéterminés dans la recherche des maxima et minima. 


Soit 

(0 u = f{x,y,z,...) 

une fonction de n variables as, y , z , . Mais concevons que ces variables , au 

lieu d’être indépendantes les unes des autres, comme on l’a supposé dans la vingtième 
Leçon, soient liées entre elles par m équations de la forme 

(2) d=o, w = o, etc. 

Pour déduire de la méthode que nous avons indiquée les maxima et les minima de la 
fonction a , il faudrait commencer par éliminer de cette fonction m variables dif¬ 
férentes à l’aide des formules ( 2 ). Après cette élimination, les variables qui resteraient, 
au nombre de n — m ^ devraient être considérées comme indépendantes ; et il faudrait 
chercher les systèmes de valeurs de ces variables qui rendraient la fonction u ou la 
fonction du discontinue, ou bien encore ceux qui vérifieraient, quelles que fussent 
les différentielles de ces mêmes variables, l’équation 

(3) du —o. 

Or, la recherche des maxima et minima qui correspondent à l’équation (3) peut être 
simplifiée par les considérations suivantes. 

Si Ton différencie la fonction u , en y conservant toutes les variables données x , 
y , z ,... , l’équation (5) se présentera sous la forme 

et renfermera les n différentielles dx , dy,dz,... Mais il importe d’observer que, 
parmi ces différentielles, les seules dont on pourra disposer arbitrairement seront celles 
des n — m variables regardées comme indépendantes. Les autres différentielles se 
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trouveront déterminées en fonction des premières et des variables elles-mêmes par les 
formules dv—o, div = o t ... qui, lorsqu’on les développe, deviennent respective¬ 
ment 


. _. dv . , dv . dv , 

(5 ) —dx+-dy + -dz + 


dw , dm , .dm 

5*+ 7 * + ï* + -.«, 


etc... 


Cela posé, puisque l’équation (4) doit être vérifiée, quelles que soient les différentielles 
des variables indépendantes, il est clair que, si l’on élimine de celte équation un nombre 
m de différentielles à l’aide des formules (5), les coefficients des n — m différen¬ 
tielles restantes devront être séparément égalés à zéro. Or, pour effectuer l’élimination, 
il suffit d’ajouter à l’équation (4) les formules (5) multipliées par des facteurs indéter¬ 
minés , _> , —p , etc. , et de choisir ces facteurs de manière h faire disparaître 

dans l’équation résultante les coefficients de m différentielles successives. Comme d’ail¬ 
leurs l’équation résultante sera de la forme 



et qu’après y avoir fait disparaître les coefficients de m différentielles, il faudra en¬ 
core égaler à zéro ceux des différentielles restantes, il est permis de conclure que les 
valeurs de x , p , v , ... tirées de quelques-unes des formules 


( 7 ) 


du dv dw 

dx dx ^ dx 


du dv dw 
dy ~~ l dy ~~ V ' dy 


o , etc... , 


devront satisfaire à toutes les autres. Par conséquent, les valeurs de œ , y, z , . 

propres à vérifier les formules ( 4 ) et ( 5 ), devront satisfaire aux équations de condition que 
fournit l’élimination des indéterminées X , p , v , ... entre les formules ( 7 ). Le nombre 
de ces équations de condition sera n — ?n. En les réunissant aux formules ( 2 ), on 
obtiendra en tout n équations, desquelles on déduira pour les variables données x , 

y , . . plusieurs systèmes de valeurs, parmi lesquels se trouveront nécessairement 

ceux qui, sans rendre discontinue l’une des fonctions « et du, fourniront pour la 
première des maxima ou des minima. 

Il est bon de remarquer que les équations de condition produites par l’élimination de 
\ , ^ t v ,... entre les formules ( 7 ) ne seraient altérées en aucune manière, si l’on échan¬ 
geait dans ces formules la fonction u contre une des fonctions v , m.... Par suite, 
on arriverait toujours aux mêmes équations de condition, si, au lieu de chercher les 
maxima et minima de la fonction u , en supposant v = o , w = o,..., on cher¬ 
chait les maxima et minima de la fonction v , en supposant u = o , w=o ,... , 






calcul différentiel. 

ou bien ceux.de la fonction w, en supposant u = o,v = o,.,.; etc. On pourrait 
même, sans altérer les équations de condition, remplacer les fonctions u , v , w , ... 
par les suivantes , u — a, v — b, w — c , etc., a, b, c , ... désignant des cons¬ 
tantes arbitraires. 

Dans le cas particulier où l’on veut obtenir les maxima ou les minima de la fonction 
u , en supposant x, y, s ,... assujetties à une seule équation 


( 8 ) 

les formules (7) deviennent 


( 9 ) 


du ^dv _ du ^dv _^ 

dx dx ’ dy dy * 


du ^ dv 
dz dz 


= 0 , 


etc.. 


et l’on en conclut, par l’élimination do > , 


(10) 


m &) m 
m &) (^) 


Celte dernière formule équivaut à n — 1 équations distinctes, lesquelles, réunies à 
l’équation (8) détermineront les valeurs cherchées de x , y , z .. 

i. w Exemple. Supposons que, a , b , c , ... r désignant des quantités constantes, 
et x , y, z ,... des variables assujetties à l’équation 

x 3 -J-/ 3 -j- z* -f- ... = /•*, ou x* -{-y 3 + z 3 -f-...—r*=o, 

on demande le maximum et le minimum de la fonction u = ax -j- by -J- cz -f-. 

Dans cette hypothèse, la formule (10) se trouvant réduite à 



on en conclura [voyez VAnalyse algébrique, note II] 

aa>+by+cz+... y/(q a + 6 a + c a + ...) _ \/(a* + b' + c 3 + ..) 

æ 3 +y 3 + z 3 +... """ ^/(a; a +/ , +z , + ...) * ° U r a r 


et par conséquent 

u») 


=5 dfc»V(«* + 6 > + c- +...). 
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Pour s'assurer que les deux valeurs de u données par l’équation ( 1 a) sont un maximum 
et un minimum , il suffit d’observer qu’on aura toujours 

j {ax 4- by 4- es -+•.,...) 1 + ( bx — a j) * + ( c * — az )* + • ■ • 4* {py — b z )» + • • • 


et par 6uite 


u 1 <(<*’ +6’+ + 


à moins que les valeurs de », jrne vérifient la formule (i i). 

ti . Exemple. Supposons que, a , b t c , .... k désignant des quantités constantes, 
et x , y , a , ••• des variables assujetties à l’équation 


ax *+• by 4" cz “1“ ••• = ^ » 

on cherche le minimum de la fonction u = x' -\-y* + *• +. Daijs celte ^7P 0 ' > 

thèse, on obtiendra encore la formule (il) de laquelle on conclura 


k ÿ(a*+b*+c*+...) 

T- Vï ’ 

et par suite 

_ k 3 _ 

(*4) tt ‘ a 3 + 6 3 + c 3 + ... 

Si les variables x , y , * ,. ee réduisent à trois, et désignent des coordonnées rec¬ 

tangulaires , la valeur do y/7, donnée par l’équation (i4), représentera évidemment 
la plus courte distance de l’origine à un plan fixe. 

5 .° Exemple. Supposons que, a, b, c . k, p, q, r . désignant des cons¬ 

tantes positives .et », Jdes variables assujetties h l’équation 

ax by + cz -f-... = k , 


on cherche le maximum de la fonction 

u — xPy‘ , z r . 


du dx..dy dz 

— =p — +9 — + r ~ + >“ • 
a r x y z 


On trouvera 
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et par suite on tirera de la formule (10) 

JL — JL — ___ p + q + r+... 

ax by cz k 

x __ P k _ g k * __r_ k 

a p + q + r+... ’ ? b p + q + r+... ' * c p + q + r + ... ’ 

Comme les valeurs précédentes de x , y, z , ... rendront du constamment nulle, 
et <f a u constamment négative, elles fourniront un maximum de la fonction «. 

4 * Exemple. Concevons que l’on cherche les demi-axes d’une ellipse ou d’une hyper¬ 
bole rapportée à son centre et représentée par l’équation 

Ax * -1- 2 Bxy -f- Cy * = K. 

Chacun de ces demi-axes sera un maximum ou un minimum dn rayon vecteur r , 
mené de l’origine à la courbe, et déterminé par la formule r’ z=x' -{-y*. Cela posé, 
comme on aura 


dr — ~ (xdx -4 • ydy) , 

on ne pourra faire évanouir dr qu’en supposant r = oo ou xdx -\-ydy = o. La 
première hypothèse ne peut être admise que pour une hyperbole. En admettant la se¬ 
conde , on tirera de Ia*formule (îo) 

Æ — r _ r>_ jï y _K * 

Ax+By Cy+Bx x(Ax+By)+y(Cy+Bx) K ’ r* x ' r a ~ y ’ 

(. 5 ) • 

Observons maintenant qu’à des valeurs réelles de r correspondront toujours des va¬ 
leurs positives de r*, et que l’équation (i 5 ) fournira, pour r a , deux valeurs posi¬ 
tives , si l’on a AK > o , AC — Z? a > o ; une seule, si l’on a AC Z? a < o . 
Effectivement, la courbe, étant une ellipse dans le premier cas, aura deux axes réels; 
tandis que, dans le second cas, elle se changera en hyperbole, et n’aura plus qu’un 
seul axe réel. 
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Développement des fonctions de plusieurs variables. Extension du théorème de Taylor, 
à ces mêmes fonctions. 


Soit 

(i) u = f{x,y,z,...) 


une fonction de plusieurs variables indépendantes x , y , z . et posons , comme 

dans la dix-neuvième Leçon, 

(a) F(a)='/(l + a</a!J + £!C (r) z + arfz,...). 

La formule (8) de la page 70 donnera 


( 3 ) F(a)=-.F(o) + ^F'(o) + —F\o)+... + . 


i.2.3..(n-i) 


o)+- 


.a.3..n 




0 désignant un nombre inférieur à l’unité. D’ailleurs, comme on l’a remarqué dans la 
dix-neuvième Leçon , 

(4) F(«), *"(*), .^»(«) 

seront des fontions de x, y, *,../et a, qui renfermeront les seules quantité* va¬ 
riables 

(5) x + adx, y 4- xdf, z-4-arfz, etc..., 
et qui, pour « = o, se réduiront à 

(6) F[o)=u, F'(o) = rfa, F"(o) = d*u , ... ^ w (o) = d n u. 

Donc, pour déduire de la différentielle totale d n u les valeurs de F c ">(a) et de 
F< n >( 9 x) , il suffira de remplacer dans cette différentielle les variables x , y , z ,.... 
par les expressions (5), ou par les suivantes 


a$6 
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(7) x-\-Qctdx, y-\-Qa.dy } z-j-ôarf^,. 

Si, pour abréger, on désigne par j£)„ la valeur de F^(ôa) ainsi obtenue, l’équa¬ 
tion ( 3 ), combinée avec les formules (2) et (6), donnera 


(8) f ( x + QLdx , Y + xdY , z + ctdz ,.,)= u +- du + - d 3 u +.. + -- r d /, -'u+ —--0„. 

V ' J V J J ' 1 1.2 I.2.3..(7l-l) 1.2.3..71 

Donc, si l’on attribue aox variables x , y , z ,... les accroissements 


(9) A<r = acfo?, A yz=zudy } A z = ctrfz, etc..., 

l’accroissement correspondant de la fonction uz=z f(x,y,z,...), savoir, 

(10) Aa = /(*+A^+Ajr, I + A*,...)~/(^,î 5 ...) 

= f(x-{-a.dx,y-^-ady,z-\-<zdz,...) — ci, 


pourra être développé suivant les puissances ascendantes de a à l’aide de la formule 


(11) Att = — du 4- d 7 u 4- ... -f~ ~ 


a.3...(n-i) 


d*- J u - 


- 0 „. 


Si l’on suppose en particulier » = 1 , alors , en faisant 

du . du du 

(12) — = ?(*,— =x(x,y,t,-), — = ^/(x,y,z,...), etc..., 

on trouvera 

( 13) du = «p (x f y, z,...)dx 4- x ( 3 ,J, 2 , • )dy + ^ (*, j, z,..,) dz 4- etc... ; 

et les deux formules (8), (n) donneront respectivement 

(14) f(x + adx, y+udy, « + a^,...) = u-|-a«0 > , 

(15) Aa = a<0,, 

«0, représentant le polynôme dans lequel se transforme le second membre de l’équa¬ 
tion (i 3 ), quand on y remplace x par x + Qxdx, y par / + * par 

z 4- Qadz , etc. 

Lorsque, dans la formule (8), le produit 
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(16) 1.2.3...n ^ n 

décroît indéfiniment pour des valeurs croissantes de n , alors, en posant n = cc 
on tire de cette formule 

(17) f(x + *dx,y + «dy,z + a*,...) = a + y du + —<*’« + etc.... 


Concevons maintenant que l’on prenne a = 1. Les accroissements nas, t>y , 4 s .... 
des variables indépendantes se réduiront b leurs différentielles dx , dy, di,..., 
l’on pourra d’ailleurs considérer comme représentant des quantités finies quelconques 
> 1 . Alors aussi on tirera des formules (8) et (n) 

, du , rf* u , , d n ~ l u t £)„ 

( 18 ) f(x + dx.y + djr t z + dz,..)=u+ —+ —+■•+ + ’ 

du d'u d"-'u , £>» 

(19) Att = T 4- — + 2.3... (fi-ï)" ‘ I.2.3...n ' 

^ étant ce que devient la différentielle totale quand on y remplace a: par 

x + 0 dx, jparj-f-Orfy, : par î + od: r .. Si l’on suppose en particulier »=l, 
on trouvera 

( 2 0) /(a+da;,y + rfy,z+dz, •••) *»•■•) 


Ajoutons que, si £)„ s’approche indéfiniment de zéro pour des valeurs croissantes 
de n , les formules (18) et (19) entraîneront les suivantes 


(ai) 


f{x -4- dx,y -t- dy, s 4 - = M - 


(22) 



rf’u 

1.2 


rf 3 M 

1 . 2.3 


-f-etc... , 


L’équation (21 ), et celle qu’on en déduit, lorsqu’on y remplace x , y, z , ... par zéro , 
puis dx, dy, dz,... par x,y, fournissent le moyen d’étendre les théorèmes 

de Taylor et de Maclaurin, ou plutôt de Stirling*, aux fonctions de plusieurs variables. 


’ M. Pcacock a remarqué que le théorème, généralement attribué au géomètre anglais Maclaurin , avait été 
donné, dès 1717, par son compatriote Stirling, dans l’ouvrage intitulé : Lineœ tertii ordinis Newtonien *. 
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Concevons à présent que, dans la formule ( 3 ) ou (8), la quantité a devienne infi¬ 
niment petite; il en sera de même de la différence 

0»3) — FW(o)=^„- d"u ; 

et, en désignant par p cette différence, c’est-à-dire, en posant 

( 24 ) £> n = d"u + p, 

on conclura des formules (8), (n) 

{*5)f{x+xdx,y+*df,z+xdz,..) = u+-du+—d’u+..+ - - — T d n "u+ ——— (d'‘u+ 6 ), 

1 1.2 i.2.3..(n-i) i.2.3..n ' V) 

(*6) Att= t +TT d ‘“+- + d ~‘- +-rfbr+» • 

S’il arrive que, pour certaines valeurs de x , y , z , ... les différentielles 

(27) du , d*u , ... d n ~ l u 
s’évanouissent toutes, la formule (26) donnera simplement 

(28) Au===—(d"a4-p). 

Si l’on suppose en particulier n= 1 , les équations (26) et (28) coïncideront avec la 
suivante 

( 29 ) ùui^=a(du-\-p), 

et par conséquent avec la formule ( 3 ) de la seizième Leçon. Ajoutons que les formules 
(*8), (29) comprennent la théorie des maxima et minima des fonctions de plusieurs 
variables, et que le théorème i. er de la vingtième Leçon pourrait être immédiatement 
déduit de la formule (28). 


FIN DU CALCUL DIFFÉRENTIEL. 
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NOTE 


Sur la détermination approximative 


des racines d'une équation algébrique ou 


transcendante. 


Soit 

(1) /(*)— o 

une équation dans laquelle f[x ) représente une fonction quelconque algébrique ou trans¬ 
cendante de la variable x. Désignons d’ailleurs par a la valeur approchée réelle 
ou imaginaire d’une racine de cette équation, et par i une expression réelle ou ima¬ 
ginaire, mais dont le module soit très-petit. La formule (49) de la page 1 54 donnera 

(•) /(«+<)=/(«)•+ y-TM +••+ ,.,roT. f r "~' Ka) + 


le module de / devant lui-même très-peu différer de zéro. Donc , pour que le binôme 
a-fi se réduise à la racine en question, il suffira que l’on ait 


(5) /(«) + 7 /» + f /*(«) + ..+ / C " °(o) + +/ ]=°- 


Si, dans la dernière formule, on néglige / vis-à-vis de /<">(«) , on obtiendra la 
suivante 


(4) /(«) + {/'(«) + £/» +-+T ^ > lù:.)' /c, - ) w+ribr /w(a) 


qui se réduira , pour n — 1 , à 


( 5 ) 

/(“) +'/'(*) =o. 

pour n = 2 , 

à 

(6) 

/(a) + </'(«)+f /'(«).= 
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pour n = 3 , à 

( 7 ) /(<*) + *•/'(«) + -7 /'(«) + -Ç -/'» = O • 

etc. 


Si maintenant on substitue, dans le binôme a-\-i, 
à vérifier l’équation ( 5 ), savoir, 


( 8 ) 


/(«) 
/'(«) ' 


la valeur unique de t propre 


ou si, parmi les valeurs de t propres à vérifier l’une des équations (6), (7).. on 

choisit celle qui a le plus petit module, le binôme a + t représentera en général non 
la valeur exacte, mais une seconde valeur approchée de la racine que l’on considère; et 
l’on pourra même, dans un grand nombre de cas, apprécier le degré d’approximation 
de cette seconde valeur à l’aide des principes que je vais établir. 

Supposons d’abord que la fonction f(x) et la quantité a soient réelles. On dé¬ 
montrera sans peine les propositions suivantes. 

1. « Théobêmis. Si la fonction f{x) , étant continue entre les limites 

(g) x — a , x = a+ 2t, 

acquiert à ces deux Limites des valeurs de signes contraires,' si d'ailleurs la fonction 
dérivée f\&) ne change pas de signe entre les limites dont il s'agit, l'équation (1) 
admettra une racine réelle, mais une seule, comprise entre ces mêmes limites. 

Démonstration. En effet, la fonction /'(a) ne changeant pas de signe entre les li¬ 
mites x = a , ce = a + 2 1 , la fonction f{x) , supposée continue , croîtra ou dé¬ 
croîtra constamment depuis la première limite jusqu’à la seconde, en variant avec x 
par degrés insensibles, et acquierra ainsi toutes les valeurs intermédiaires entre les va¬ 
leurs extrêmes. Donc, puisque ces valeurs sont de signes contraires, la fonction f{x) 
s’évanouira , mais une fois seulement, entre les limites x — a , x — a 21. 

2. * Théorème. Concevons que , la quantité i étant déterminée par l'équation [b) 
ou (8), on nomme B un nombre égal ou supérieur à la plus grande valeur numé¬ 
rique que peut acquérir la fonction f(x) entre les limites x = a , x = a -J- 2t. 
Si la valeur numérique de la quantité f'{a) est supérieure à celle du produit 

(10) • 2 Bi , 

l'équation (1) admettra une seule racine réelle, renfermée entre les limites a , a-f-2i. 
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Démonstration . En effet, si l’on pose 
(11) x = a + i+ z, 

on aura, en vertu de l’équation ( 5 ) et des formules (47) » ( 48 ) de la huitième Leçon, 

(la) /(«) = /(<*) + (i + *)/'(«) + + 9 ( f + *)I 

= */'W + -^-/*[« + e(i + .)]. 

0 

(.3) /'(*) = /'(«) + (i + *)/'[« + a («’ + *)]. 

ô , 0 désignant des nombres inférieurs à l’unité. Or, si la condition énoncée dans le 
théorème 2 est remplie , la fonction f\x) conservera évidemment le même signe que 
f\a) pour toutes les valeurs de z comprises entre les limites * = — t, z = -4-t, 
par conséquent, pour toutes les valeurs de x comprises entre les limites a , a -J- 21 ; 
tandis que les valeurs extrêmes de la fonction f{x), savoir, 

(14) —*/'(«) et *[/» + **/'(«+ a ®*)3» 

seront affectées de signes contraires. Donc, en vertu du théorème i.* r , l’équation (1) 
aura une seule racine réelle comprise entre les limites a, a + 2t. 

3.* Théorème. Concevons que, la quantité i étant déterminée par la formule (8), 
on pose 

f(b) 

(15) 6 = a-f"‘» et (*®) J ~ f'{b) ' 

Soient d'ailleurs A la plus petite valeur numérique que puisse acquérir la fonction 
f'(x) entre les limites x = a, x = a+zi, et B la plus grande valeur nu¬ 
mérique que puisse acquérir entre les mêmes limites la fonction f a {x) • Si la valeur 
numérique du rapport 

%Bi 

(> 7 ) ~T 

est inférieure à l'unité, celle de j ne surpassera pas le produit 


(18) 


B . 

2 A *' ’ 
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et l'équation (i) admettra une racine réelle comprise non-seulement entre tes limites 
a y a - f- ai , mais encore entre les limites b , b 2 j. 

Démonstration. Si, comme on le suppose, la valeur numérique du rapport (17) reste 
inférieure à l’unité, la valeur numérique de %Bi ne surpassera pas celle de f'[a). 
Donc, en vertu du théorème 2, l'équation (1) offrira une racine réelle, mais une seule, 
renfermée entre les limites a, a-\-*i. De plus, en désignant par 0 un nombre 
compris entre les limites o , 1 , et ayant égard à la formule ( 5 ) , on trouvera 


(19) fW =/(« 4 - *)=/(«) 4- */'(*) 4 ~f“( a + et) = -7 /V 4- ©») ; 

puis on tirera de l’équation (19), combinée avec les formules (i 5 ), (16), 


(20) 


/(«+0 7 /,(,tli) 

/'(«+') /'(« + ■') 


et, comme, par hypothèse, les valeurs numériques des quantités /'"(a-f* 6 *), 

seront, la première inférieure à B , la seconde supérieure à A , il est clair que la 

valeur numérique de j ne surpassera pas celle du produit 


B . 
2 A 


Donc la quantité j sera renfermée entre les limites 



et la quantité a j entre les suivantes , 



par conséquent entre les limites-- , -f- — • Donc b 4- 27 = a 1 + V sera 

renfermé, ainsi que b, entre les limites a, ««4*2»; et, si l’on fait varier x 
depuis x — b jusqu'à x — b «4- 2j , les valeurs numériques des fonctions f'(x) , 
y "(ce) demeureront, la première supérieure à A , la seconde inférieure à B . Enfin , 
comme, j étant inférieur à i , et A supérieur à f'(b), [abstraction faite des 
signes], la valeur numérique du produit 2 Bj ne surpassera pas celle du produit 2 Bi 
qui est inférieure à A , ni, à plus forte raison, celle de f f (b) , on prouvera, par des 
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raisonnements semblables à ceux à l’aide desquels on a établi le théorème a , que la racine 
réelle , déjà mentionnée , est renfermée entre les limites b , b 2j. 

Corollaire i. er On voit par ce qui précède comment, étant donnée la valeur approchée 
a d’une racine réelle de l’équation (1), on peut, à l’aide de la formule ( 5 ) ou (8), 
obtenir de nouvelles valeurs approchées, et resserrer de plus en plus les limites entre 
lesquelles la racine se trouve comprise. C’est dans l’emploi de cette même formule que 
consiste la méthode de Newton pour la résolution approximative des équations numé¬ 
riques. Il est bon d’observer que les différences entre la racine cherchée et ses deux pre¬ 
mières valeurs approchées a , b , seront respectivement inférieures, l’une à la valeur 

2 j , et, à plus forte raison, au 


i , et celle de la quantité 


numérique de a* , l’autre à la valeur numérique de 
produit 

B Bi 

Donc, si l’on désigne par p la valeur numérique de 
par 

<*■) 


les différences dont il s’agit ne surpasseront pas les nombres 

B , 

2P* —p a = 2pc. 

De même, si l’on nomme c, les troisième, quatrième,.,, valeurs approchées 

de la racine en question, elles n’en diflèreront que de quantités qui ne surpasseront pas 
les nombres 

~(p«)» = ap« 3 , ~(p« 3 )* = 2pe7, etc... 

Donc les erreurs que l’on pourra commettre en substituant à la racine cherchée ses va¬ 
leurs approchées successives 

(22) a, b, c, d , etc... , 

seront respectivement inférieures aux divers termes de la suite 


(a3) ap, apc, apc 3 , apc 7 , etc.... 

Ajoutons que ces termes se réduisent à 


(24) 


ke, kt 


etc.... , 


*c4, k s 8 , 




a64 

lorsqu’on y transporte 


NOTE SUR LA RÉSOLUTION 

la valeur de P tirée de l’équation (21), en faisant pour abréger 


(2â) 



Supposons maintenant que le nombre « ne surpasse pas une unité décimale de 
l’ordre n , en sorte qu’on ait 



Si l’on suppose en même temps 



m désignant un nombre entier quelconque, les termes de la série (24) seront respec¬ 
tivement inférieurs aux nombres 


( 1 \ n±.m 1 1 \in±.m 

<*> y - y 

|_L) 4n - m , (-L y n - m , etc.. 

Donc, parmi les chiffres qui suivront les unités de l’ordre m , si l’on a 

(29) 


ou les unités décimales de l'ordre 

m , si l’on a 

( 5 o) 

k > (io) m . 


le nombre de ceux sur lesquels on pourra compter sera égal à n dans la première 
valeur approchée de la racine réelle de l’équation (1) » à 2 n dans la seconde valeur 
approchée, à 4 n dans la troisième,.... Donc ce nombre sera doublé à chaque opération 
nouvelle. La proposition que nous venons d’énoncer s’accorde avec celles auxquelles 
M. Fourier est parvenu dans le Bulletin de la société philomathique de mai 1818, en cher¬ 
chant le nombre de décimales exactes que fournit à chaque opération nouvelle la méthode 
de Newton. 

Si l’on a 

(Si) 


*<1, 


les termes de la série (28) deviendront respectivement 






des équations algébriques et transcendantes. 
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<*> y. {*)"• fèf- fë)“ 

et par conséquent le nombre des décimales sur l’exactitude desquelles on pourra compter 
sera doublé pour le moins à chaque opération nouvelle. 

Corollaire 2. c Comme, en vertu de la formule (21), la valeur numérique de l’expres¬ 
sion (17), savoir, 

ïBp 

A 


se réduit à 4e, il est clair que cette valeur numérique sera inférieure à l’unité, si 
l’on a • 


( 33 ) 



Corollaire 3 .® Il est bon d’observer encore que, si la condition énoncée dans le troi¬ 
sième théorème se trouve remplie, si d’ailleurs la fonction f°{x) ne change pas de 
signe entre les limites x — a, x — a-{-21, la valeur de 


j = c — b , 

déterminée par l’équation (20), sera une quantité affectée du même signe que le rapport 

/"W 

/'<•) ’ 

Comme on pourra en.dire autant de chacune des différences 
c — b , d — c , etc... , 

il est clair que toutes ces différences seront des quantités de même signe, et que les 
valeurs approchées 

b, c, d , etc..., / 

formeront une série croissante ou une série décroissante. Cette remarque s’accorde en¬ 
core avec l’une de celles que M. Fourier a énoncées dans le Bulletin déjà cité. 

Supposons à présent que l’on prenne pour i , non plus la racine unique de lequa- 
tion (5), mais celle des racines de l’équation (6) qui s’approche indéfiniment de zéro 
en même temps que la quantité f[a ) , savoir, , • 
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(34) 




/'(«) 


V|- 


./•(«) f» 
f» /'(«) 


Alors les théorèmes 2 et 5 devront être remplacés par ceux que je vais énoncer. 

4- e Théorème. Concevons que, la quantité i étant déterminée par la formule (34)» 
on nomme C un nombre égal ou supérieur à la plus grande valeur numérique que 
peut acquérir la fonction f'"{x) entre les limites x — a, £C = a+ 2t * Si les 
deux expressions 

(35) /'(a), /» +2 «/'(«) 


sont des quantités de même signe, et offrent des valeurs numériques qui surpassent 
celle du produit 

( 36 ) 2 Ci*, 


C équation (1) admettra une seule racine réelle renfermée entre les limites a , a -f- 2 i. 
Démonstration. En effet, si l’on pose 


x = a —i z , 


on aura, en vertu de l’équation (6) et des formules (48), (49) de la huitième Leçon, 
(5 7 ) f(x) - f(a) + (i 4- *)/'(«) + /*(«) + +» (i+=)], 


= */'(«)+* f )/"(«) + /'"[<• + « (*• + *)]. 

(38) /'(x) = /'(«) + (i + *)/"(«) + /> + 0 (*' + *)1 - 


ô , © désignant des nombres inférieurs à l’unité. Or, si les conditions énoncées dans le 
théorème 4 sont remplies, la fonction f'{x) conservera évidemment le même signe 
que f'(a) pour toutes les valeurs de z comprises entre les limites z = — i , 
z — i, par conséquent pour toutes les valeurs de x comprises entre les limites x — a, 
x = a -4- 2t ; tandis que les valeurs extrêmes de la fonction f(&), savoir, 



des équations ALGÉBRIQUES ET TRANSCENDANTES. u6 y 

seront affectées de signes contraires. Donc, en vertu du théorème i. cr , l’équation (1) 
aura une seule racine réelle comprise entre les limites a , a -}- 2 t. 


5. e Thêorême. Concevons que t La quantité i 
on pose 

(4o) b = a + i, et (4i) y==- 


ètant déterminée par La formule (34), 


»/(*) 

fW 


i + 



./'(*) f"{b) ) * 

/'(*> J'\ b ) ) 


Soient d'ailleurs A la plus petite valeur numérique que puisse acquérir la fonction 
f\x) entre les limites x = a , x = a 4- 2t, ef B, C les plus grandes valeurs 
numériques que puisse nt acquérir, entre les mêmes limites, les fonctions f"(x), 

Si les rapports 


(42) 


iBi zCi* ’i.Ci ' 1 

A * ~~Â ’ A ± iBi 


restent, abstraction faite des signes, inférieurs à l'unité, la valeur numérique de 
ne surpassera pas celle du produit 


(43) 


a C 

-t*, 

11 A 


j 


et C équation, (i) admettra une racine réelle comprise non-seulement entre les limites 
a , a -}- 2t, mais encore entre les limites b , b -f- zj. 

Démonstration . Si, comme on le suppose, les valeurs numériques des rapports (42) 
restent inférieures à l’unité, les expressions (35) seront des quantités de même signe, et 
leurs valeurs numériques surpasseront le produit 2 Ci*. Donc, en vertu du théorème 
4, l’équation (1) offrira une racine réelle, mais une seule, renfermée entre les limites 
a , a-\- 2t. De plus, en désignant par 0 un nombre inférieur à 1, et ayant égard 
à la formule (6), on trouvera 


(44) /(ft)=y(«+0=/(«)+ f / / W + ^/*( a ) + TT 


; 3 

6 " 


/"'(a+ôt), 


puis on tirera de cette dernière, combinée avec les formules (4o), (40 » 


(45) 


J = 


/"'(a+QQ 
3 /'(a+i) 



/"(«+o /'"(«+eo ; 

f'V+i) f'(a+i ) 


D’autre part, comme les valeurs numériques des quantités /"(a -f t), f"\a + Oi) 
ne surpasseront pas les nombres B , C ; la valeur numérique de l’expression 
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i 3 /"(« + «) /'"(a+SQ 
3 /'( a +0 /'(«+0 

ne surpassera pas celle du produit 

i aBt aCt» 

il A A 

inférieure elle-même, en vertu de l’hypothèse admise» à la fraction 

i 

12 

Par suite, la valeur numérique de j ne surpassera pas celle du produit 

i*_C_ » _ 2 C . 3 

3 A / i 6 + 1 / 35 " A 

1 + V * — 

ni, à plus forte raison, celle du produit 

11 A 

Donc la quantité 2 j sera renfermée entre les limites 

2 2 Ci 3 . 2 2 . 

11 A 1 ’ 11 A 

auxquelles on pourra substituer les deux suivantes 

2 . 2 . 

11 * 11' 

et la somme b -f- ij = a -f- i y entre les limites 

a+ ( , -^) i ' a+ ( ,+ f) t - 

par conséquent entre les quantités a , a -f- 21. Donc , si l’on fait varier x entre 
les limites b, b y, les fonctions f'(x), f“(x), f"'{x) resteront [abstraction 
faite des signes] la première supérieure 5 A , la seconde inférieure h B , la troisième 
inférieure à C ; et les deux expressions 


1 
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(46) ' /'(*)’. '/'(*)+V/*W 

serout des quantités de même signe, dont les «leurs numériques, supérieures au plus 
petit des deux nombres x 

A, A±*Bj>[i — ^A. 

surpasseront, à plus forte raison, le produit 

8 4 

/ / _\ 2C1* <- Ci 1 < ■ • A. 

(. 47 ) J îai 121 

Cela posé, on prouvera , par des raisonnements semblables à ceux à l’aide desquels on 
a établi le théorème 4, que la racine réelle déjà mentionnée est comprise entre les limites 
6 , 6 + 2 .;. 

Corollaire î." On voit, par ce qui précède, comment, étant donnée la valeur appro¬ 
chée a d’une racine de l’équation (î), on peut, à l’aide de la formule (6) ou ( 54 ), 
obtenir de nouvelles valeurs approchées, et resserrer de plus en plus les limites entre 
lesquelles la racine se trouve comprise. C’est dans l’emploi de cette formule que consiste 
la méthode de Halley pour la résolution approximative des équations numériques. Il est 
bon d’observer que les différences entre la racine cherchée et ses deux premières va¬ 
leurs approchées a , b , seront respectivement inférieures l’une à la valeur numérique 
de 2t, l’autre à la valeur numérique de a j , et à plus forte raison à celle du pro¬ 
duit 

4 C a 

— — t 3 =-— (21). 

11 A 1 \A 

Donc , si l’on désigne par p la valeur numérique de i , et celle de la quantité 


les différences dont il s’agit ne surpasseront pas les nombrès 


De même, si l’on nomme c , d , ... les troisième, quatrième. valeurs approchées 



2 7 o note sur la résolution 

de la racine en question, elles n’en différeront que de quantités qui ne surpassetontpas 
les nombres 

—i£-(ps a ) 3 = 2pe 8 , (pe 8 .)* 3= ap•».?.- etc.... 

Donc les erreurs que l’on pourra commettre en substituant à la racine cherchée ses va¬ 
leurs approchées successives 

a , b , c, d, etc.,. , 

seront respectivement inférieures aux divers termes de la suite 

( 49 ) 2 P> 2 pc», 2pe s , 2 ps’ 6 , etc. 

Ajoutons que ces termes se réduisent à 

(50) Ae , A« 3 , Aeî>, Ae a 7 , etc..., 

lorsqu’on y transporte la valeur de p tirée de l’équation (48), en supposant £ po¬ 
sitif, et faisant pour abréger 



Concevons maintenant que le nombre c ne surpasse pas une unité décimale de 
l’ordre n , en sorte qu*on ait 

<**> 

Si l’on suppose d’ailleurs 

( 53 ) 

tn désignant un nombre entier quelconque, les termes de la série ( 5 o) seront respec¬ 
tivement inférieurs aux nombres 


( 54 ) 


^ 1 jnzhm ^ 1 j 5 n±m ^ 1 n±m ^ 1 j 2çn±.m 


etc.... 


Donc, parmi les chiffres qui suivront les unités de l’ordre m , si l’on a 
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ou les unités décimales de l’ordre m , si l’on a 

( 56 ) /r<(io)'", 

•il! v ; jpv. ;> ...îH . àtf.': ;ri»;j . 

le nombre de ceux sur lesquels on pourra compter sera égal à n dans la première 
valeur approchée de la racine réelle de l’équation (1), à 3 n dans la seconde valeur 
approchée, à 9/1 dans la troisième, etc. Donc ce nombre sera triplé à chaque opé 
ration nouvelle. 


les termes de la série ( 54 ) deviendront respectivement 

« fer- fer fer f*r, «-'• 

et par conséquent le nombre des décimales sur lesquelles on pourra compter sera triplé 
pour le moins à chaque opération nouvelle. 

Corollaire 2." Il est bon d’observer encore que, si les conditions énoncées dans le 
5.° théorème sont remplies , si d’ailleurs la fonction f"'(x) ne change pas de signe 
entre les limites x = a , x = a -4- 2 £ , la valeur de 


déterminée par l’équation ( 45 ), sera une quantité affectée du même signe que le produit 


Donc, si le rapport 


est positif, les différences 

t = b — a , j = b — c , 


seront des quantités de.même signe, et les valeurs approchées a, b , c, d ,.... for¬ 
meront une série croissante ou décroissante. Le contraire arriverait si le rapport (59) 
devenait négatif. 

Des raisonnements semblables à ceux que nous avons développés ci - dessus suffiraient 
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pour faire voir que les formules (7) et suivantes, appliquées à la détermination approxi¬ 
mative des racines de l’équation (1), fournissent pour ces racines, et sous certaines con 
dilions, des valeurs approchées successives dans lesquelles le nombre des chiffres exacts 
est quadruplé, quintuplé, etc..., à chaque opération nouvelle. 

Il nous reste à montrer de quelle manière on doit modifier les principes que nous ve¬ 
nons d’exposer, pour les rendre applicables à la recherche des racines imaginaires des 
équations algébriques ou transcendantes. Nous établirons, à ce sujet, les propositions 
suivantes. 

Lemme i.* r Si Con désigne par « , p , 7 , S quatre quantités réelles, la somme 

(60) «7 +P* 
sera toujours comprise entre les limites 

(61) + + 

Démonstration. On aura identiquement 

(62) («7+ft°T + («* — Pv) a —(« a 4- P)(7 J -H*) * 

et par suite 

(63) ( a 7 + P^)*= oa <(“ , -i-P , )C7 I, 4"ô ï ) 

Donc la valeur numérique de la somme 

sera inférieure ou tout au plus égale au produit 

et par conséquent cette somme sera renfermée entre les limites (61). 

Scholie. On prouverait de même que la somme 

(64) «*i + PP» + 7ï*4-- 

offre une valeur numérique inférieure ou tout au plus égale à celle du produit 

(65) («>-i-p» + 7* + ...)*(a, a -4-Px’ + 7i*4--) î » 1 

quelles que soient les valeurs réelles de * , p. » 7 , ••• “V P* » Ÿ» * *** 
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Lemme 2 . La somme de deux expressions imaginaires offre , ainsi que leur diffé¬ 
rence , un module compris entre la somme et la différence de leurs modules. 

Démonstration. En effet soient 

(66) «4“P\/~* , 

les expressions imaginaires proposées. Leur somme et leur différence 

( 67 ) + — Y+(P — 

offriront pour modules les deux quantités 

( 68 ) 0 a + P a 4 a ( a 7 4^) -H a + tf a ] 7 > [«* + ?* — a ( a 7 + ^)4*7 ï 4'^’] ï > 

qui, d’après le lemme 1.“, seront l'une et l’autre renfermées entre les deux limilcs 

[ [a« 4 .p *-2 v/^+T 7 1 / 7 *+^+ 7* + *•]* = :£ Lv/o» 4- P 7 — vV 4-^] » 

(69) _ _ , ,_ _ 

( [« a + 4- 2 v / v’4*^ a + v* 4- **]■ — V*' -b£ a 4- v/V 4 - 52 * 

c’est-à-dire, entre la somme et la différence des modules des expressions (66). 

Lemme 5. Si l'on désigne par a, $ , u , v des quantités réelles, et par 6 un 
nombre inférieur à l'unité, le module de l'expression imaginaire 

( 70 ) a4-®“4“ (P4- ® p ) V i 

sera compris entre les modules des deux suivantes 

( 71 ) a4pv /ri > «4- M 4- (P4-»)V /ri • 

Démonstration. Comme le module de l'expression (70), savoir, 

(72) «* 4P a + aô(aa4£c)-H a (a , 4-ü a ) 

peut être présenté sous la forme 

[(tt a + b *) 0 + au + a + («v - (3a) a 

(73) -- 

il est clair qu’il croît ou décroît constamment, tandis que l’on fait croître 0 entre les 

* n c 
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limites ô = o , fl= i. Donc la plus grande et la plus petite des valeurs qu’il reçoit 
alors sont celles qui correspondent à ces limites, c’est-à-dire, les modules des expres¬ 
sions (71). 

6 .* Tüéobème. Soient x=p + une variable imaginaire, a = 

une valeur particulière de cette variable, et t = a (3 ^/TJ" un accroissement attri¬ 
bué à la valeur a. Concevons d'ailleurs que, p , q , * , p , a , p étant des quan¬ 
tités réelles, on désigne par 

(74) p==(a»-{-p*)’ 

le module de par f(x) une fonction dont les dérivées ne puissent s'é¬ 

vanouir toutes à la fois, cl par y[p,q) , 7 t{p,q) deux fonctions réelles de p et de 
q propres à vérifier la formule 


( 75 ) 

Enfin posons 

( 76 ) 

et 

( 77 ) 


f{p 4- 9 V~') — ? (P* ?) 4- S/~> X (P>?) • 


X i= a 4" 1 4" z y 


—p 


d x[p^) 

dp 




À’» /a fonction f{x) reste continue , ainsi que sa dérivée f \&)* et conserve un 
module supérieur à celui de Cexpression 

(78) fia + i), 

qui offrent un module égal à p , 


sont telles quon ne puisse trouver parmi ces dernière\s deux quantités dont le produit 
se réduise à — 1 ; l’équation (1) admettra une seule racine imaginaire de la forme 
a -f-1 -|- z , le module de z étant inférieur à p . 

Démonstration. En effet, si, dans la fonction f{x) = f[a 4- i 4* z ) • on varier 
* par degrés insensibles, mais de manière que le module de : ne dépasse pas la 
limite p , on obtiendra pour cette fonction une infinité de valeurs dont l’une offrira 
un module plus petit que toutes les autres. Soient s 0 , p 0 , q a l es valeurs de z , p , 
q correspondantes à ce plus petit module, en sorte qu’on ait 


pour toutes les valeurs réelles ou imaginaires de 1 
si de plus les valeurs correspondantes du rapport 


( 79 ) 


l’(p><l ) 
x'{p><i) 
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ï 7 5 


(80) 


Le module de z % sera plus petit que p ; et l’expression 

(81) fia + « + *<,) = /(P« +?•!/” ) 

s'évanouira nécessairement. Car, si le contraire arrivait, alors, en attribuant à la variable 
a une valeur infiniment peu différente de a. , et par conséquent au module de a 
une valeur comprise entre les limites o , f . on pourrait choisir ces valeurs de manière 
que le module do /(a+t + *) devint inférieur au module de /(<* + * + =.) [voyei 
le 5.‘ théorème de la treizième Leçon], Donc, si les conditions énoncées dans le 6'. théo¬ 
rème sont remplies, l’expression f[a + i + s.) sera nulle, et l’équation ( 1 ) admettra 
une racine x = a + t + ;, dans laquelle le module de s restera inférieur à p. 
J’ajoute qu’une seule racine a -h 4" z * ~ 4* 9 o[/-i jouira de cette propriété. Car, 

si l’on avait en même temps 

(82) f[Po 4“ 9 o{/~) = 0 t /[po + M + ( 7 « + <Ol/"] = 0 • 

po u , qo 4. v désignant des valeurs réelles de p et de q , distinctes de p 0 , q 0 , 

et correspondantes à un module de 2 plus petit que p , on en conclurait 

(83) ?(/>o»<7°) = 0 > <?(Po4- M > < 7° + ®) = 0 » 

(84) x(/>o,?o) = o, x(P°4-“>7o + ®) = o. 

D’ailleurs, en ayant égard non-seulement à la formule (75) de laquelle on tire 


mai* encore à la formule (20) de la vingt-troisième Leçon, et représentant par 9 , © 
deux nombres inférieurs à l’unité, on trouverait 

1 ? (p„ 4 - u,qo + 0 ) — f{Po,q 0 ) 4 " “?'(/><> + 4 * 0®) ~ ®x'(Po 4 * 4 - 6®) » 

! z (/j o 4-a,<jfo4-®) : =x(/ , «> < 7o)4- M x'(Po4- 0 “>7o4- 0 ®)4-®?'(Po4- 0 “Wo4-®«) ; 


puis on déduirait de ces dernières-équations combinées avec les formules (83) et (84) 
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<?'(p o + 0u,q o + Qy) <f / (p 0 + Qu,q 0 + &v) _^ 

x'[Po + 0 u,q o + Bv) x'(Po + ©u,<7° + 0,? ) 

Or l’équation (88) ne pourrait subsister qu’autant que les deux valeurs du rapport (79) 
qui correspondent i.° à p = p o -\- 0 u, q = <7o4" 9v * 2.°à p = p 0 -\-®u, q=q 0 - -|-0v 
fourniraient un produit égal à — 1 ; ce qui n’aura pas lieu dans l’hypothèse admise, 
attendu que les modules des différences 

p 0 4* e « 4~ (ÿo -h — (a -f- 1 ) , p 0 -f- 0 « 4* (ÿo 4" \/-i — ( a "h *) 

seront, en vertu du lemme 5 , compris entre les modules des suivantes 

Po + 7oV/“ — (a + t) , + (?o 4“«) ~ ( a + 0 . 

et par conséquent inférieurs à p. Donc alors l’équation (1) n’offrira qu’une racine 
imaginaire correspondante à un module de z plus petit que la quantité p. 

Corollaire. Lorsque le rapport (79) conserve constamment le môme signe pour toutes 
les valeurs de z qui offrent un module inférieur à p , alors parmi ces valeurs de z 
on n’en peut trouver qu’une seule à laquelle corresponde une racine de l’équation (1). 

7.® Théorème. Soient x=p-\-q{/~ une variable imaginaire, a = \ -J- py/Tf 
une valeur particulière de celte variable, i = i 4- £«ne expression imaginaire 
propre à vérifier la formule (5) ; et posons x = a + i “h z . Concevons de plus que, 
p , q \ > , f*, a , p étant des quantités réelles , on désigne par f[x ) une fonction 
réelle ou imaginaire de x dont les dérivées ne puissent s ’évanouir toutes à la fois. 
Enfin soient p le module de i , et B un nombre égal ou supérieur au plus grand 
des modules qu'acquiert la fonction /"{x), tandis que le module de z reste com¬ 
pris entre les limites o , p. Si le module de C expression 

( 89 ) /»=/'(> + fV~) 

surpasse le produit 

(90) 

C équation (1) admettra une seule racine imaginaire de la forme a -j- * 4" z * l e rno ~ 
dule de z étant inférieur à p. 

Démonstration. Adoptons les notations employées dans les formules (75), (77); et 
faisons en outre 

19 ») 


3 = u 4- v [/ 7 Ï, 
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« , v désignant deux quantités réelles , 

(92) |[?'(M]’ + [>/(M] a i î > 

(95) d^tsL = iïÿiL =î>>î ). 

L’équation (75) entraînera évidemment les suivantes 

(94) /'(p+»t /--0 = T '(/>.»)+V-‘x'(pw). /'(/-+<4/'0 = t"(p.v)+V/-'x'(p 1 '?>- 

De plus on tirera des formules (86). i.° en les différenciant par rapport à p , 

(94) = = 

ou, ce qui revient au même, 

<* 3 ?(/>>9) 


(96) 


<* 3 x(/M) 


dp dq dp 

2. 0 en les différenciant par rapport à 7 




/ \ •* Tvr; 


dpdq 


rfx'(P><7) 

__ dg'(p,q) _, 

dq 

dp 

rf3 x(/M) 

_ rf3 ?(PW)_* 

dpdq 

~ 

rf a x(/v?) _ 

<<’?(?»?) _ , 

dq- 

dpdq 


On trouvera par suite » en considérant p et 7 comme variables indépendantes , 

(98) d' f (p,q) = <ï\p,q)dp — x r (p,q) d q, d%(p,q)=zx'(p t q) dp +?'(/>> 

/ d*'f{p,q) = Ÿ "(p, q) • (<4> 3 ~ 3 ) — » x"(/> > 7 ) • dp dq , 


(99) 


rf3 x(p>7) =x // (pw)*(^p a ■” rf< 7 a ) "h a ?"(p>7) -dpdq , 


(100) d<f'(p,q) =<f"(p,q)dp — x"(p,q)dq, d%'(p,q) =x''{p,q) ( *P + <?"(p>q)ti<} - 
D’autre part, comme on aura 

(101) a; = a + i + * = X + a 4 -a 4 -(f* 4 -p+»)V^i,’ 


on conclura des équations (76) et (94) 
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! /(^) = ?(>4* a 4* M » f*4-P4-®) 4* ^/ : »z( > 4’ a + a » f*4-P + e)» 

( 10 a) | / / (*)=ç'(X4-«4-a, f*+p + p) + \Az'(^4“ a 4-“ > <*4-P4-®) > 

( /"(<*) ^=«p"(>4-a4-a , f»4-P4-®)4’(*4-p + ®)- 

Enfin, comme l’équation ( 5 ) pourra être présentée sous la forme 

( , 0 3) /(> 4- pl/-”») 4- ( a 4- 4* * -I- (f* 4- Ê) V e » ] = 0 * 

on tirera de cette équation, réunie aux formules (75) et (94), 

?(*,**) 4- *7'( x >/*) — Px'( x »fO — 0 9 

x( x »f*) 4-4-= 0 • • 

Soient maintenant e,, 0. , fl, , 0, des nombres inférieurs à l’unité. Les équations 
(18) et (20) de la vingt-troisième Leçon, combinées avec les formules (98), (99), don¬ 
neront 

,(>+« + «,(.+p+») = »(».(*) + («+ “WM - (P+»)x'(V) 

• (?+»)]—(“+“)(P+’>)z"t > + e ,(“ + “)i' +9 1 (f +, ’H’ 

’ 2 

x (x + «+ u ,p4.p+tO=x(^iO-H«+“)x'0>t*) + (P-t-'’)?'(M 
I («+«)*-(P+ p )* x '-^ A+ e,(«+u),|.+0,(?+»)]+( s >+“Kf+“)î"[ 1+0 '(’+“) 

ou, ce qui revient au même, 

, (,). + a 4. «,(. + P+ O) = - ”X'M 

I T .pxii(«+a)(P+»)/[*+M“+“)'P+ e -(P +li )’ 

X (X 4 . a 4 . a, p + P + 1 >) = “x'P> c) + * 

, i^HOMP+Ül .n + e 1 («+a), ? +e. ( p+»)]+(«+«XM^)ï'[^ 0 ‘ (a+ “ ) ’ l ‘ +0, ^ + ’) :l; 

’ 2 





et 
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Ÿ '(X-{-a-l-u,f*4-p4-ü) = *) 

4 . ( a 4 . u ) i " [>■ 4 - s, («■ 4 - u), ? 4-0,( 4* »)] - ( 4-0 x" 04- 0 * («■-4-«). j*'+’ e » ( P4-®)T « 

4-(a4-a)x''[X4-0,(«+a), f ii4'®a(?+ t, )]+(?-i-®)T , '^4-®a(«+“)»f*-l- e . ( P4*»)]- 

D’ailleurs, en vertu du lerame i.«et des suppositions admises, les valeurs numériques 
des expressions 

/( PW ) _ («■+ «)((> + v)x"{p,q), 

2 

l a . ,| ~“) , ; (p+t ’ ) ‘ - z *(m) + («+«)(?+«) »'(p.?). 

resteront inférieures au produit 

jJ +[( . +B)(p+p)r JM[r'(p.»)3-+[x*(p.?)]* 1 ■<B (l,+ “ ) ’+ (|H - ± , 

et les valeurs numériques des expressions 

(a + «)?Uî) — (P 4 -®)x"(P> 9 ) » («4- < 0x # (P»f) 4- (P4“®)?*(P»f) 

au produit 

L( a +u) 9 4 -(p+»)•]* ( [?"( p, q]Ÿ 4* Lx"(p» f )?} 7 < B [(« 4- «0* 4- (P4 -®)*] 7 » 

toutes les fois que le module de z, savoir, , vérifiera la condition 

(108) (tt 9 4 -**) J = ou <?• 

Donc alors, en désignant par ô', ®', 6", ®' des nombres inférieurs à l’unité, on 
tirera des formules (106), (107) 

( Ÿ(^4" a 4“ w »f A 4“p4* v ) = — «x (*,p) zfc 0 2? - , 

(109) ' 

I x(*4- a 4- «*>f* 4- P 4- v) = 4*=fc 0, Æ —-—■ - ? 

\ 

( «p'(> -f- <x 4* 4-P4- ») = o v ^[(«4- u )* 4-(P4-®)*]*» 

( 110 ) ] ^ 

( x '(x 4 . a -f. a ,f 4- P 4- ®) = x'( x >p) =1= ®"^[(« 4 -«)’ 4-(P 4* «0“] ? • 

1 



f 




.j 8o note sur la résolution 

Cela posé, la première des formules (102) donnera 

puis on en conclura, en prenant u = o , v = o , 

(n 2 ) /0 + « + (c+P)v / n , )=±( e '± e 'V^) Æ — 

Donc l’expression imaginaire 

(78) /(« + o=/[x+«+(,.+ft»r>] 

aura pour module la quantité 

( 1 13) + a <~^ B ? Vr• 

D’autre part, comme, en vertu du lemme 2 , le module de l’expression imaginaire 


t - 1 - « = a 4- w 4- + v) v/H", 

savoir, 

[(«+«)■+ (p+ .)•]* 

sera inférieur au doubla du module de t, et vérifiera par conséquent la condition 

(1,4) t(«+«)’ + CP + »)■]* < a P » 

tant que le module de z ne surpassera pas le module p ; il suffira de prendre 

(n5) (« a + « a )* = P = ( a *+P , ) ï > 

et de supposer 

( 116 ) i? x > 2 Bp \/T , 

pour que la fonction f (<e) , déterminée par la formule ( 111 ), offre un module supérieur 
à la différence 

(117) p iî, —(0'» + 0'*)ï 2 B p »>p(/î I - a Bpv/r). 

Donc ce dernier module surpassera celui de l’expression (78), si l’on a 
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et, à plus forte raison, si l'on a 

(.19) *«>**■ 

Alors aussi les diverses valeurs du rapport (79), correspondantes & des modules de t 
plus petits que p , seront telles que, parmi ces valeurs, on ne pourra en trouver deux 
qui fournissent un produit égal à —1. En effet, si l’on choisit « et v de manière 
h vérifier la condition 

(, 20 ) ou <P, 

on aura, en vertu des formules (uo) et (n 4 ) * 

(121) ? '(p,f)=y(X, p)=h20i?p, x '(p,?) = x '(V)±:a0Bp, 

6 , 0 désignant deux nouveaux nombres inférieurs à l’unité. En d’autres termes, la 
fonction <f'{p,q) restera comprise entre les limites 

— 2 Dp y 

et la fonction x{p>q) entre * es H m ‘ tes 

—2 Bp, x'( x >f*) + • 

11 est aisé d’en conclure que, si l’on désigne par p 0 , q 0 , pi , «7» deux systèmes de 

valeurs de p et q correspondants à des modules de * plus petits que P , la somme 

(, 22 ) 4 -x'(/ ? ‘»?°)x'U*> 7 >) 

restera comprise entre la plus petite et la plus grande des seize valeurs que peut acqué¬ 
rir l’expression 

(125) [?'(>,f*) ±- 3Æp][>'(V) — aB Pl + Cx'CV) — 2 #PÏÏx'(VfO — 2fl Pl » 

eu é^ard aux doubles signes qu’elle renferme. Donc , si 1 on nomme ç ,, x» ^ es va ” 
leurs 0 numériques de ?'(M et de *'(*,f*) > liées entre elles par la formule 

(124) + = 

la somme (122) ne pourra devenir inférieure à la plus petite des seize valeurs de 1 ex¬ 
pression 

(„5) (p, ± aSp)(?. ± »Bp) + (X. ± »BP)(X- ± » B p) • 


36 
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Or celte plus petite valeur sera évidemment positive, si la condition (119) est remplie, 
et se réduira ,.dans ce cas, à Tune des trois quantités 

(126) (ïi zBpY , 

(127) ( fl - 2B P y — (2 Bp - P + X») = *■* - 4#PŸ» >*.(*. - 4Bp) , 

(128) (x» — 2 Æp)» ~ (a£p “ + ?«) = R ' 3 ~ 4^PX« > ~ 4*p) > 

savoir à la quantité (126), si l’on a en même temps 

(139) ?i>» Bp, x* > 2R P > 

à la quantité (127) , si Ton a 

(i3o) x» < 2 -^P * et par suite <?, > \/Bs — 4#*p a > *Bp\/T , 
enfin à la quantité (128), si l’on a 

( 131 ) y* < 2 Bp et par suite — 4 B 3 ‘p* > 2 Bp\/T. 

Donc alors l’expression (122) restera toujours positive, cl la formule 


( 132 ) 


v\p<»q°) ?'(?»»?») 
x'(Po,<7o) x'{Pi>*h) 


11e sera jamais vérifiée. D’autre part, nous avons déjà prouvé que, dans le même cas, 
le module de l’expression (78) est inférieur à tous ceux que peut acquérir la fonction 
f{x) , tandis que le module de s reste égal à p. Donc alors, en vertu du théo¬ 
rème 6, l’équation (1) admettra une seule racine correspondante à un module de s 
plus petit que p. 

8.* TuéoREMR. Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 7, désignons par A 
le plus petit module que puisse acquérir la fonction f (æ) = f [a 4- t 4" 2 ) » tandis 
que le module de z varie entre tes limites o et p. Soient d'ailleurs 


(i33) 6 = a + i\ et (i34) 

Si le produit 


est inférieur au nombre A , Céquation (1) admettra une racine imaginaire qui sera 
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non-seulement de la forme a+« + * = 4 + *. le module de z étant inférieur à 
p, mais encore de la forme b+j + s, le module de s étant plus petit que celui 
de j. 

Démonstration. Lorsque le produit (90) est plus petit que A, il est, à plus forte 
raison , inférieur au module de f'[a). Donc alors, en vertu du 7.* théorème, l’équa¬ 
tion (1) offre une racine, mais une seule, de la forme a + t + z. le module de * 

étant inférieur h p. D’ailleurs, si les conditions énoncées dans les théorèmes 7 et 8 
sont remplies, le module de /(*) = /(« + i) ne surpassera pas le second membre 
de la formule (u5), et par suite la valeur de j , déterminée par l’équation (104) ou 

■/>+') 

(>35) J y'fa+t) ’ 

offrira un module p, qui vérifiera la condition 
(i56) P. 

Donc. tant que le module de s restera inférieur h celui de j , le module de j + s 
restera inférieur b p , 00 même b P » et les modules des deux expressions 

(,57) /'((-+;+«) - /'(t+;+«) 

demeureront le premier supérieur à A. le second inférieur à B. Cela posé, comme, 
p, étant plus petit que p, le produit 4Bp. restera inférieur à A. et, i plus 
forte raison, au module de /'(<0 , on prouvera, par des raisonnements semblables 
b ceux à l’aide desquels on a établi le théorème 7, que la racine ci-dessus mentionnée 
est de la forme b+j + s , le module de s étant inférieur à p.. 

Corollaire 1.» On voit, par ce qui précède, comment, étant donnée la valeur appro¬ 
chée d’une racine imaginaire de l’équation (1), on peut, à l’aide de la formule (5) ou 
(8), obtenir de nouvelles valeurs approchées, et resserrer de plus en plus les limites 
entre lesquelles le module de la racine se trouve compris. Il est bon d’observer que les 
différences i + z , j + 8 entre la racine cherchée et ses deux premières valeurs ap¬ 
prochées a, b, offriront, en vertu du lernrne 2 et do la formule (i36), des modules 
inférieurs aux nombres 

B , /- 

( 138) 2 P » 2 P* < T P * 3 ' 

Donc, b plu, forte raison, dans les différences dont il s’agit, les parties réelles et les 
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coefficients de i/H* ne surpasseront pas les quantités (i38), que l’on peut remplacer 
par les suivantes . • 


en faisant pour abréger 


2 p , 2 p s, 


On prouvera de même que, si l’on nomme c , d .. les troisième, quatrième. 

valeurs approchées de la racine en question, les différences entre c , d .. et cette 

racine offriront des modules qui ne surpasseront pas les nombres 

■^r (p«)V” = 2 f> e3 » ~~(pf 3 ) a \/T= 2 p 87 , etc.... 

Donc, en substituant à la racine cherchée les expressions imaginaires 


a , 6 , c , d, 


on ne pourra commettre sur la partie réelle et sur le coefficient de y/.i que des er¬ 
reurs qui ne surpasseront pas les différents termes de la série . 


(l40) 2p 

2pe, ape 3 

, 2p«7, 

Remarquons d’ailleurs que, 

si Ton pose 




2 A y/ a 

«‘AU 

B [/2 

B 


ces différents termes deviendront respectivement 


(142) ke , ke*, ke*, ks 8 , etc. 


Concevons maintenant que le nombre e ne surpasse pas une unité décimale de 
l’ordre n , en sorte qu’on ait 

(.43) ‘AiÏ- 

Si l # on suppose d’ailleurs 

(. 44 ) 

m désignant un nombre entier quelconque, les termes de la série (142) ne surpasse- 
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ront pas ceux de la série (28). Donc, parmi les chiffres qui, dans la partie réelle d’une 
valeur approchée ou dans le coefficient de yTT suivront les unités de l’ordre m , 
si l’on a 


(« 45 ) 



ou les unités décimales de l’ordre m , si l’on a 


(146) tc<{io) m , 

le nombre de ceux sur lesquels on pourra compter sera égal à n pour la première va¬ 
leur approchée, h 2 n pour la seconde , à 4 » pour la troisième, etc.... Donc ce 
nombre sera doublé à chaque opération nouvelle. 

Corollaire 2.* Comme on tire de la formule (139) 

il est clair que le produit 4 -#P sera inférieur à A , si 1 on a 

047 ) 


Pour montrer une application des méthodes que nous venons d’exposer, prenons 
d’abord 

048) /( æ )=a; 5 + 10 *—i, 

en sorte que l’équation (1) se réduise à 

(149) cb 5 -4“ 10 ®— 1 — 0 * 


D’après ce qui a été démontré dans VAnalyse algébrique [page 5 19], l’équation 04 g) 
n’aura point de racines négatives, mais une seule racine positive et quatre racines ima¬ 
ginaires , attendu que le premier membre pourra être à volonté considéré comme offrant 
ou cinq variations de signe, ou une seule variation et quatre permanences de signe. De 
plus, si l’on désigne par r le module de l’inconnue x , celui de 

x s = 1 — 10£C, ' / 

ou r 5 , devra être, d’après le lemme 2, inférieur h la somme 1 4- lor; et par 
conséquent on aura, pour chacune des racines, 
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(i5o) »* 5 < i -f" ior, r*< —4-10. 

r 

Donc le module de chaque racine sera iuférieur au nombre 2 , puisqu’on ne peut sup¬ 
poser r > 2 , sans avoir en même temps 

r* > i6> 10 -4-— > 10 4- — . 

a r 


D’ailleurs, si, dans l’équation (149), on remplace le dernier terme par zéro, et la lettre 
x par la lettre a , la nouvelle équation que l’on obtiendra , savoir, 

( 151 ) a 5 4- 10a = o , 

se décomposera en deux autres 

(i5a) a = o, (i53) a*4-io = o ou a$ = — 10, 

dont la seconde sera vérifiée par les quatre valeurs de a comprises dans la formule 


(154) « = 

Cela posé, faisons 

(11) x = a 4~ * 4” z * 

la valeur de i étant déterminée par l’équation 

(8) j = —.■£!=_ = _;_. 

v ' f\ a ) 5<i4 + io 5a4+io 


Comme, en prenant i.° <1 = 0 , 2. 0 a* = —- 10, on tirera successivement de celte 

même équation 

(i55) t = — = o, 1 ; (1 56 ) i = — — =. — o,o25; 

10 ' 40 

on conclura du lemme 2 que, pour un module de r inférieur à celui de t, le mo¬ 
dule de x restera compris entre les limites 

(167) 0 et 0,2 , 

si l’on a a = o , et entre les limites 

( 1 58) (10) ■ —o,o5 = 1,72827... , (io) * 4- o,o5 = t ,82827... 
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si l’on a a 4 =— 10. Donc alors, pour que le module de /'(*) = oa? 4 -f“ 10 reste 
supérieur au nombre A , et le module de f"{x) = 20X 3 inférieur au nombre B, 
il suffira de prendre , dans le premier cas, 

( 1 5 q) A = 10 — 5 (o,2)4 = 9,992 , (160) B = 20(0,2)* = 0,16 , 


et, dans le second cas , 

(161) A = 3 (i,72827..) 4 — io = 34 ,609*-’ (» 6a ) ^ = 2o( 1,828*7..)*= iaa,22...‘ 

Or, si l’on adopte les valeurs précédentes de A et B , on tirera i.° de la formule 
(21), en supposant a = o, p = i = o,i. 


(i63) 


(o,i 6 ) (0,1) 
2 i 9 > 99 2 ) 


= 0,0008 -<0,001 ; 


â.* de la formule ( 139), en supposant a 4 =— to, p =— » =* 0,025 , 


fo,orz5)(ia2,a2...)t/a- g „, < 

2 ( 34 , 609 ...) 


D’ailleurs les valeurs de s fournies par les équations (i 63 ), (164) vérifient évidem¬ 
ment les conditions ( 33 ) et (147). Donc, en vertu des théorèmes 3 et 8 , l’équation 
(149) admettra une racine réelle, positive, mais inférieure à 0,2 , et quatre racines 
imaginaires comprises dans la formule 

( 1 65 ) x = — o,oa 5 ± (A) : ± (I) V" -f * . 


le module de s devant être, pour chacune de ces racines, inférieur à 0,020. De 

plus , si l’on désigne par a , 6 , c , d ,. les valeurs approchées successives d’une 

racine de l’équation (149), déduites i.° de la formule (i 5 a) ou (1 54 ), 2. 0 de la formule 
(8), les erreurs que l’on pourra commettre en remplaçant celte racine par a , b , c , d ,.. 
ne surpasseront pas les différents termes de la série ( 23 ) ou (i 4 °) » inférieurs eux-mêmes 
aux nombres 

(16G) 0,2; 0,0002; 0,0000000002; 0,0000000000000000000002; etc., 

s’il s’agit de la racine réelle; et aux nombres 

(167) o,o 5 ; o,oo 5 ; o,oooo 5 ; 0,000000000; etc., 
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s’il s’agit des racines imaginaires. Par conséquent une opération nouvelle» ou deux au 
plus, fourniront pour chaque racine une valeur approchée qui renfermera huit ou neuf 
décimales exactes. Ainsi, par exemple, les deux premières valeurs approchées de la ra¬ 
cine réelle, savoir, cc = o , x — 0,1, seront suivies d’une troisième 

(:««) as = °’ , --5(ê^T7=°.»999990o°o5... 

qui renfermera neuf et même dix décimales exactes. De plus, aux valeurs approchées 
des racines imaginaires , données par l’équation 

(169) a! = — , o,o 25 =fc^) 4 i (—) V" =f ~°»°25 ± i,257433...(i±: v/^T) > 

ou, ce qui revient au même, par les deux formules 

(, 7 o) x= ï,a 3 a 433 ,..dt(i, 257433 ..œ = — 1,282433±( 1 , 257433 .-Oi/T, 

succéderont, après une ou deux opérations nouvelles, des valeurs plus approchées, 
savoir, 

( 17 1) £c= 1,23181 5 ... ± (i, 258 io 5 ...)i/m , * = -1,281813... db (i, 258 oo 7 ...)v/^ , 

ou 

(172) x—l, 23181475..±( 1, 2581 0649-œ = -i,28181425..±(1,25800767..)^, 

et les deux dernières offriront huit décimales exactes. 

Soit maintenant 

(1 7 3) /(*)=«' — *» 

en sorte que l’équation (1) se réduise à 

( 1 74) e x x = o. 

Alors, en prenant pour a la valeur de x fournie par l’équation ( 1 25 ) de la page 
i 85 , c’est-à-dire, en posant 

(175) a = o, 3 i 8 i -f- (1,3572) 1/“ , 
on tirera de la formule ( 8 ) 

(176) i = 0,0000317.., -f- (0,0000057...) 1/“ • 

On aura donc, en désignant par p le module de i , 
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P — [(o, 0000317.. .)* 4- (0,0000557...)*]* = 0.0000477..,.. 


D’ailleurs, si Ton fait 

(,,) x = « + t + * = 0,îi8i5 17 ... + (i,3Ï7» 35 7-)V/“ + -- . 

il est clair que , pour un module de 2 , inférieur à celui de 1, la partie réelle de 
la variable x restera comprise entre les limites 

o, 5 i 8 . 5 i 7 .. — o,0000477 = °> 3 , 8 o 840 " , o, 5 i 8 iî. 7 ..+0,0000477 = 0.5.81794... 

Donc alors, pour que le module de f\x) = c‘- 1 reste supérieur au nombre A, 

et le module de f"{x) = e x inférieur au nombre B , il suffira de prendre 


(, 7 8) / 4 == e 0 ’ 3,8 °^ 0 ”'— 1 =0,37449... , æ ==<s «m 3 , 8 , 794... = i, 3 7 4 &a. 

D’autre part, si l’on adopte les valeurs précédentes de P , A el B , on tirera de la 
formule ( 1 39) 

fi.5746a...)fo,oooo477-)t/7_ _., 


(• 79 ) 


a(O,57449»0 


Or la valeur précédente de « vérifie évidemment la condition (147)- Donc, en vertu 
du théorème 8 , l’équation (174) admettra une racine imaginaire de la forme 

(180) £c = o,3i8t3i7... + 1,557*557... |/-i 4- 2 * 

le module de a étant inférieur à 0,0000477-- Ajoutons que, si l’on nomme a, 
b , c , d,... les diverses valeurs approchées de cette racine déduites les unes des autres 
à l’aide de la formule ( 8 ), les différences entre la racine cherchée et ses valeurs ap 
prochées ne surpasseront pas les différents termes de la série (i 4 «) ou 

(181) 0,00095...; 0,000000011...; 0,00000000000018...; etc. 


FIN. 
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